الجمهورية العريية السورية 
وزارة التربية 
المركزالوطني لتطوير المناهج التربوية 


الور باصا ت 


| لسر 


لتاب الطالت 








الصف الأول الثانوي 


6 - 2017 م 
7 ه 


حقوق التأليف والنشر محفوظة 


لوزارة التربية في الجمهوريّة العربيّة السوريّة 





حقوق الطبع والتوزيع محفوظة 


للمؤسسة العامة للطباعة 


۶ 
٠ 
08 


طب ول مرّة للعام الدُراسيّ 2013 - 2014 م 





عمران قويا ميكائيل الحمود 
أ.د ان قود ۱ و يم ۲ 
ان بر 
يسام بركات مرو که 
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۱ محمد ناصر 





و م لل بف 





تم الریاضیات الأدوات لنمذجة الظواهر وللتنبُو بالنتائ» وخصوصا في مجالات 
لعلوم التجريبيّة والتقانية وذلك لأنها نتیح تطوير العدید من عناصر المعرفة. فهي نتغذی 
على المسائل التي تنشأ من السعي وراء تحقیق فهم أفضل للعالم المحیط بنا. كما ان 
تطوّرها مرتبط في الوقت نفسه» وإلى حدّ كبير» بقدرة الإنسان على استکشاف المفاهیم 
النظر ية العميقة. 

ونجد في تاريخ البشريّة نقاطا مضيئة تشير إلى قدرة الانسان على اصطناء 
الأدوات التي تتيح له تحقيق فهم أفضل للعالم المحيط به» وتسمح له أن يكون مؤثرا تأثيرا 
أكثر فعالية في محيطه. منذ البدء كانت الریاضیّات إلى جانب اللغة» واحدة من الحوامل 
الرئيسة للجهد الذي بذله الإنسان في وضع المفاهيم الأساسيّة. لذلك پنتظر من طلابنا في 
نهاية مرحلة دراستهم ما قبل الجامعيّة» أن يكونوا قد اكتسبوا المبادئ الأساسيّة للتفكير 
لرياضياتي» وهي تعتمد على کم معرفي جيّده ودراية بطرائق حل المسائل؛ وبأساليب 
البرهان المعنمد على الاستنتاج المنطفي؛ دون أن يكون ذلك بالضرورة مقترنا بدراسة ما 
يعرف باسم المنطق الرياضي. 

تحتفظ الرياضيّات بعلاقات وثيقة مع العلوم الأخرى والتفانةء إذ تتيح لغة 
الرّياضيّات وصف ظواهر الطبيعة ونمذجتهاء وهي تتمايز عنها لأنّ الرّياضيّات تولف 
بح ذاتها فرعا ذا هوبة خاصة مستفلة. 

ویحتل الإثبات المعتمد على الاستتتاج الرياضي موقعا أساسياً في الرياضيّات, إذ لا 
يكني ا صحة ترس اعتماداً علی بعض المثلة. بقود تعلیم الریاضیّات 








وتعلمها الطّلاب إلى تذوق ذلك الشعور الرائع الذي يشعر به المرء عند إثبات صحة 
قضية بالبرهان القاطع اعتمادا على المناقشة المنطقيّة. مُمارسة الرياضيّات هي امتلاك 
ناصيتها اعتمادا على الخيال والبحث. والتحسّس والاستکشاف والشعور بمتعة الاکتشاف» 
وحل المسائل بدقة ومنطق. 

لقد سعينا في هذا الكتاب» إلى تقديم أداة تعليم للرياضيّات» يمكن أن تمتتعمل أيضا 
وفي الوقت ذاته أداة تعلم ذاتي. ننصح أن 5 الكتاب أداة العمل الرئيسة» فتجري 
قراءة فقرات الذرس من الکتاب» ومناقشة الطلاب في فحوى ما يُقرأء حيث يؤددّي 
المُدرس دور مدير الحوار والنقاش الذي من المفترض أن يُوْدَي إلى فهم أعمق للدرس. 
ویْطلب من الطّلاب حل التدریبات مع تقثم ul‏ 

ولمّا كان تعلّم طرائق الاستکشاف والبحث هدفاً أساسيّاً من أهدافناء فقد زودنا کل 
بحث بعدد من المسائل والتمرینات التي جری فیها توجیه تفکیر الطالب نحو الحلء آملین 
تمکین الطالب من طرائق التفکیر العلمي التي يفيده اتباغها أيا كانت آنماط المسائل التي 

و خیرا. نرجو من الزّملاء المدرسین ومن الأعزاء الطلاب أن یزودونا بأي 
ملاحظة أو انتقادٍ بناعین على فحوی أو طرائق هذا الکتاب حتی توخذ في الحسبان. 


المعدو 











امحتوى 


© اک عداد الحقيقية وخواصها 989(« 
© بجموعات الأعداد yy‏ 


© المعادلا”ت والتراححات من الدمرحة الثانية << 


111111000 حل معاداة من الدرجة الخانمة‎ O0 
تحليل ثلاني الحدود من الدرجة الخانمة وإشارته و‎ 6© 


O TT تطبيقات ونشاطات‎ © 


© المستقيم الحقيقي والدائرة المثلثية 01111ظظ2 


© النسب المثلثية لعدد حفيقى ا 6 6ك ا اك لك و ل دا ده ا داد 














۷۱ جموعاتالأعداد 

© العبامراتالجرة 

© المعادلات ا محر 

© اتیب ب2 جموعةالأعداد ای 





قبل حوالي ستة آلاف سنة» بدأ 
المزارعون في بابل في بلاد الرّافدين 
باستعمال الرموز لتسجيل انفاقاتهم 
وتعاملاتهم التجارية على سجلات من 
لسن 
وكانت أديهم رموز مختلفة للتعبير عن 


فربّما كان الشكل البيضوي يرمز إلى كيس من القمح» 








وربما كانت الدائرة ترمز إلى جر من زیت الزيتون. 
مع تطور الأدوات بدأ البابلبون باستعمال رموز لتمثیل الاعداد 
فكتبوا ۲ دلالة على العدد ۰1 وکتبوا ۲۲ دلالة على العدد ۰2و ۲۲۲ 
ع العدد 15 و ۳ ع العدد 4 و هک | ... وعندما وصلوا ا 
العدد 10 أداروا الرمز وكتبوه >. ولمّا وصلوا إلى العدد 60 قلبوا 
الرمز مجدها ۳ .ما العدد 9 فكانوا یکتبونه كالاتي : 
»> | 
9 30 60 





© 


مقّدّمةفى الأعداد الحقيقية وخواصها 
6 مموعات ال عداد 


© نرمز إلى مجموعة الأعداد الطبيعيّة بالرّمز N‏ وهي تشمل الأعداد : 

ا e‏ 
يعد العدذ الطبيعي الأشياء ضمن مجموعة فهو 0 إذا لم يكن لدينا أي شيءء وهو 1 إذا كان لدينا 
شيءٌ واحدّء و2 إذا كان لدينا شيئان» وهكذا .... 





تحوي هذه افرع مضه الأعداد الأوليّة ول رقية 12 2 ۳ 6 التي درستها سایقا: 


© نرمز إلى مجموعة الأعداد الصحيحة بالرّمز 7 وهي تشمل الأعداد : 
او ,2 ,0,1 بلس ,2 ,3 .4 
تمثل الأعدادُ الصحيحة تدريجات مستقيم مدرج بالواحدات» ويتكوتن كل عدد صحيح من عدد طبيعي 


مسبوق بإشارة. 





4 =3 2 -1 0 1 2 3 4 5 


وهي تحوي العديد من المجموعات الجزئية الشهيرة» مثل مجموعة الأعداد الصحيحة الزوجية. 
ومجموعة الأعداد الصحيحة الفرديّة» ومجموعة الأعداد الصحيحة السالبة. 


یں جوم 


© نرمز إلى مجموعة الأعداد العشريّة بالرّمز ® وهي الأعداد التي نتتج من قسمة عدد صحيح على 
قوة للعدد ۰10 أى تلك الأعداد التي يمُكن كتابتها بالصيغة ل حيث م عد صحيح و" عدد 
1 10 


1 ۳ 
طبیعی. یکتب کل عدد من هذه الأعداد ”كتابة عشرية“ مکونة من جزء صحیح» وفاصلف» وجز ء 


۰ 


يوم مده _ 10034 _ 
مسا اسا 10 
74 


3 
جزء عشري جزء صحيح 


0 








© نرمز إلى مجموعة الأعداد العاديّة بالرّمز © وهي الأعداد التي تنتج من قسمة عدد صحيح على 
عدد طبيعي موجب تماما» أي تلك الأعداد التي يمُكن كتابتها بالصيغة 5 حيث م عددٌ صحيح و ا 


عددٌ طبيعي لا يساوي 0. ونقول ان هذه الكتابة مُختزلة أو إنها في أبسط صورة إذا كان العددان ۾ 
و ۵ أوليّان فيما بينهماء أي إذا كان قاسمهما المشترك الأكبر مساویا 1. 
لكل عددٍ عاديٌ غير عشري كتابةٌ عشرية دوريّة غير منتهية» أي إِنّ خاناته تتكرّر بدءاً من حد 


8 = 1-0 +45 ۰۰۰ 
220 


1428 2.57142857142857142857142857 س 
© وأخيرا نرمز إلى مجموعة الأعداد الحقيقيّة بالرمز ۸ وهي تضم جميع الأعداد التي يمكن أن 
تكون قد رأيتها في دراستك السابقة» وتشمل جميع الاعداد العاديّة» وغير العاديّة مثل 1/2 وم و 
(05)117© وغيرها. 
يُوافق كل عدد حقيقي نقطة وحيدة على مستقيم مدر"ج؛ وبالعکس» كل نقطة من مستقيم مدرّج 
توافق. هدذ ا ایا مده کت هدم اف 


3 
47 1 2 3 
5 4 3 2 1 0 1- 2 ول #4 





2 
کک 
52 


ما العلاقة بين اجموعات العددية المختلفة ؟ 





© كل عدد عادي هو عددٌ حقيقي. نقول ان المجموعة‎ ٠ 
.© © ۸ محتواة في المجموعة ۰1۴ ونرمز إلى ذلك بالرّمز‎ 
تذكر أنه ”اح “ تقراً : المجموعة ۲ محتواة في‎ 
.1 المجموعة ۲ وهذا يعني أن كل عنصر من × ينتمي أيضاً إلى‎ 


ه كل عدد عشرى هو عدذ عادى. لأنه يكتب بالشکل ‏ 4 
١‏ "10 





حيث ۾ من 72 و 7 من .N"‏ نكتب إذن 


. ( > Q 
. 2 > 0 كل 2 سح كر كير ات تب رذن‎ ۰ 
. [۱ 7 کل عددر طبيعي هو عدد صحیح. نکتب إن‎ ۰ 
. ٩ 6 2 (ذن لدینا : 01۴ 610 لزلا‎ 





- 








ي جموعات الاعداد ينتمي ۲ 


۳ - 6۷۲( + تلم 2 5 21 
3 4 5603" 





عيّن طبيعة كل من الأعداد الآتية : 





۳ لتعيين طبيعة عدد نبحث عن أصغر مجموعة من بين مجموعات الأعداد التي درسناها سابقا 
ينتمي إليها هذا العدد» وفي كثير من الحالات یکون من المناسب اختزال العدد مع المحافظة 
على قيمته الفعليّة (دون تقریب). 


NT DG r. 
560 7x8x10 8x10 560 


د ا ينتمي إلى ©. و لانَ كتابته العشريَة... 1.66666 - - ق 








ينتمي إلى 0. 
32 ۱ 0 
د العدد د يساوي 8. فهو ينتمي إلى .NN‏ 


العدد ى 8ے ب لس فهو إذن عدد صحيح. 


« العدد ^ عدذ حقيقي غير عادي وهو من ثمّ لا ينتمي إلى أي من المجموعات N‏ أو 2 أو 1. 


5 ۳۳ ی ۵ 
7 تدرب 


© بيّن الصواب من الخطأ في المقولات التالية معللاً إجابتك : 
© کل کسر عشري هو عدذ عادي. 
© مقلوب عدد عادي غير معدوم هو عدد عادي. 
© كل عددٍ صحيح هو عدد عشري 
© مقلوب عددٍ عشري غير معدوم هو عدذ عشري. 
© اختزل الكسور التالية واكتبها بأبسط صيغة : 














24×8 و 32م و 15×5 _ 
x 22 14 24 60‏ 50 
8 _ لدم 5 م 12×33 _ 
56 143 16 121 








5 خاحَة آماسية. لا كنت الأعداد م وذ وء كان مه + قه =( + 6. 





نشر عبارة من الصيغة ab + e)‏ هو تحو يلها إلى مجمو ع الحدين ab‏ و من عمقل + 
2 + 2 = (1 + 22) :2 
۴ 3+ 20 + و = و - ثم - 3+ 32 =( - 1()3+ (zı‏ 
ما تحلیل العبارة »۸ + 40 إلى عوامل فهو الانتقال إلى الصيغة (ء + )۰۸ فمثلا : 
)z -1()22: + 1(‏ + رهج - 2) (1 - ۲) = (۸4)2 
0 0 0 
)2z + 1((‏ + (ه - 1())2- )z‏ = 


0 (+e) 
- (4-1) + 3( 


9 تفيد مهارتا | و ال لب[ في ۷ بط بعص الصیغ» وحل المعادلاات» وتعيين إشارة بعص 
المقادير كما سنر ی. 


تفيد المتطابقات الشهيرة في نشر العبارات أو تحليلها إلى عواملء وأهمّها هي المتطابقات من الدرجة 


الثانية الآتية : 








لننشر المقدار *(3 + 2). إن لهذا المقدار الصيغة “(5--04) إذ توذي 2 دور ۰ وتؤدّي 3y‏ دور 


0 ادن 
“نم9 + 12y‏ + "42 = وق + (,ه3) (:2)22 + (22) = 3y)”‏ + 2) 


- 





وكذلك تستعمل المتطابقات الشهيرة في التحليل إلى عوامل كما في المثال الاتي : 





لتكلل المقدار (1+ )3 - (1 + 22 + *22©) = ۸ . نكتب 
A= )2” + 22 + 1(- 3) +1(‏ 
(1 + 302 - 1۳+ ) = 
(2 - 1()2 + 2) = (3- 1+ )(1 + ) = 





هم -ا عه ه 
© تدر ہہ 


0 حلل العبارة الآتية إلى جداء عوامل بسيطة: 


A = ) + 1)2 + 3( - )z + 1()- + 2( + 5) + 1( 


۲ عند تحليل عبارةٍ مكونة من مجموع حدودء يمكن البدء بالبحث عن عامل مشترك بينها 


. 


*(3 + 2) - *(1 + ( 0 
4 ل رن 


© اختزلء في حالة 2- ع ٠#‏ العبارة التالية بعد أن تحلل البسط 4 . 


ع © ع 2 
© أثبت أنة 5- | 6+ 2/) = 8 يُكتب بالشكل وم كيك رن اد وحن 


)@ آثبت ن )8 + 32( + زقل.- 32( دوق عد طبيعى. 


© أثبت صحة المتطابقات التكعيبيّة الآتية : 
3b” + 0°‏ + 3070 + کم = (a + b)*‏ 
6 - 30655 + 3070 - أو = ۳( - (a‏ 


ab + 6*(‏ - ثن)(ة + )a‏ = ”ةم + 5ن 
ab + 9*(‏ + تن)(5- b* = )a‏ -— أن 


9 بُسمح لمن يحفظ هذه المتطابقات التكعيبية أن يستعملها في حل التمرينات. 


© أثبت أن العدد 65/2 -11/ + 6/2 + ۰/11 م عدد صحيح وعيّنه. 





6 








© المعادلات امد 


لنتأمّل العبارات الجبريّة : 


5 + 22 ح ۸4 
B = (2: + 4() - 6(‏ 
“و د C=‏ 


112-6 + 6۶ - ثنج ح رق 
نسمّي كلا من لصیغ 4-0 آو0 - 8B‏ آو0- © آو0  -‏ أو ما یمانلها مُعادلة جبريّة» ونسمّي 
المتغيّرات 7 ون و ... مجاهيل هذه المعادلات. وحل أي منها ضمن مجموعة مُعطاة هو البحث في 
هذه المجموعة عن قيم متغيّرات المعادلة. 
فكما تعلم» للمعادلة 0 = 4 حل وحيدٌ في 18 هو 3- = » ولكن ليس لها حلول في 7. وللمعادلة 


5 ل 


و0 < ۰ 


نقول إن المعادلتین 0 - £ و 0 = 7 منکافنتان إذا كانت لهما الحلول نفسها. وتقوم الطريقة العامّة 

في حل معادلة من الصيغة 0 = 7 على تطبیق تحویلات بسيطة متتالية علیها لارجاعها إلى مُعادلة 

مكافثة لها تکون آسهل حلا. وفیما يلي بعض هذه القواعد : 

© عندما نجمع العدد نفسه إلى طرفي معادلة 0 = 7 أو نطرحه من طرفیهاء نحصل على معادلة 
جديدة مُكافئة لهاء أي لها حلول المعادلة 0 = 77 نفسها. 

© عندما نضرب بالعدد غير المعدوم نفسه طرفي معادلة» أو نقسم طرفیها علیه» نحصل على 
معادلة جديدة مكافئة لها. 

© إذا كانت ۸ و 8 عبارتین جبريتين. فان المعادلة 0 - 48 تکافیم ۸-0 أو0 = 8 . ویمکن 
تعمیم هذه الخاصتة الى جداء ضرب ثلاث عبارات أو أكثر. 





لحل المعادلة 0 - (11+ 5(٠‏ نيدأ يحل کل من المعادلتین 2-5-0 و0 - 11+ ». قل 
الأولى العدد 5 بحلا وحیداء وتقبل الثانية العدد 11- حلا وحیدا. لذن العددان الحقیقیّان 5 و 11- ها 
حلا المعادلة 0 = (11 + 5()2 - ) أو جذراها. ومجموعة الحلول هي [11-,5] = 5. 





6 





7 ا 
المعادلة 0 = 62 + ”م5 - ثم نبدأ بملاحظة أن 
(6 + 52 - ون ع 62 + ون - 1 
zz - 2() - 3(‏ = 
إذن يكون 7 حلا للمعادلة 0= 62 + 52 - ى إذا و فقط إذا كان 2 حلا لإحدى المعالات 0= ۶ 
أو 0 = 2 - ى أو3-0-#. فمجموعة حلول المعادلة 0 = 6 + 5 - "ي هي [10,2,3 = = ى. 





لگن م عندا حقیقتاً موجيا تماما. لحل المعادلة ۵ .م - 23 ققد من المتطابقة الشهیر ة 
(0 + 5()4-ه) = *0 - أن 
ونتذکر ن ( )= فنکتب e)‏ - هم )إل ها = [ء)- a‏ فالمعادلة 0 حدم 2م تکافی + 
e)(a - e) =0‏ +( 


وحلول هذه الأخيرة هي ۷ أو ء/-» فمجموعة حلول المعادلة م - ”» هي [ee‏ . 


کے مر کک ۵ 


از وم 





© حل المعادلات الآقة : 


© 16= (1-ه) © 5= )5+( 
(2-a) =2 ©‏ © 1=0+)1-(2- (1-ه) 
(2-«)(z-1(4z-5()=0 ©‏ © 0= (1+ه) -(1+ »)3 


ع 


0 8 لا _ 

© أثبت أن 1+ 2 هو حل للمعادلة 0 = 1- 22 - 22ء هل هناك حل آخر ؟ 
ع ° ع 3 #8 2 

8 لبت أن 1+ قل هو حل للمعادلة م + 1= ”2» هل هناك حل اخر ؟ 

5 +1 
2 








سر ا = © العدد الذهبي. 


في الشكل المجاورء 48٥‏ مثلث متساوي الساقين» والمظثان 480 و 028 
متشابهان» و [07] منصف للزاوية ۰20۸ و 20-1 . تيقن أن 0 د 9 . 


- 

















© الترتيب يذ مجموعة الأعداد ایب 

قولنا ان العدد ‏ عد حقيقي موجب تماما يعني أنّ « أكبر من الصفر ولا يساويه. فالكتابة 0 < نه 
تقرأ « > موجب تماما» أما الكتابة 0 < » فتعني أنّ » عددٌ موجب تماما أو صفر. 

وفيما يأتي عندما نقول إن 2 عدذ موجب فهذا يعني أن 0 < :ه. 


تقر ‏ الكتابة کح و : «نه آکبر تماما من دله» > وتقرأ الكتابة 2 > :ه : «ه أصغر من العدد 2» 


۹ با م 4 6 1 07 ۲ 1 


تعني مقارنة عدد حقيقي ٠‏ بآخر ‏ معرفة أیُهما أكبرء أو هل هما متساویان. أمّا الخاصة الأساسية 
لإجراء هذه المقارنة فهي الاتية : 





ما خاصة أساسية. یکون ٠‏ < : إذا وفقط إذا كان 0 < ه -۸. وبذا تؤول المقارنة بين ۾ 


و إلى خراعة إشارة ارقن سس 





امار العددية 2 = م و = 0. نحسب الفرق كما يلي : 


37 5-2-7 


هه 

۱ 
ی 

|| 


5 5 
7 5۷2-7 
+ 5/2 و 
2 
72 )5۷2( 
(7 + 55/2 
1 49 - 50 


0 SENT 





لن 0 < 4-5 آو 6 < ۾ أي + < 2ل.. 





ع حاصة أساسية. إذا كان ۾ عددا حقیقیا كان 0 < شم. 





- 





دا CL‏ سر و ور كن . جيب ارس كاين : 
1L‏ 0 


2 - 23 +1 


1 
سح ۵ سا مب عه [mj‏ 
17 // 


2 
< ا _ 
1 


۱ 1 1 
إذن 0 < 0 -م أو 6< ع ومنه 2 < - بل 7. 
2 


۵ المتراجحات والعملياءت 


ندرس فيما يأتي متراجحات تامّة» أي من النمط 5 > ٠»‏ وتبقى جميع الخواص المدروسة صحيحة في 
حالة المتر اجحات و > ». 


0 الترتیب والجمع 





أي إذا أضفنا إلى طرفي متراجحة العدد نفسه» أو طرحنا من طرفيها العدد نفسه» لا يتغيّر اتجاهها. 


ونتيجة لذلك نحصل على قاعدة النقل من طرف إلى آخر: إذا گان > 2+0 کان -۵ 2 7 د 
يكفي أن نضیف إلى طرفي المتر اجحة الأولى العدد م-. 


وکذلك لدینا الخاصة التالية : 





أي إذا جمعنا طرفا إلى طرف متراجحتین لهما الاتجاه نفسه فاتنا نحصل على متراجحة لها 
الاتخاه تفننه: 


© الترتیب والضرب 











ونعبّر عن ذلك بالقول 
۰ إذا ضُرب طرفا متراجحة بعدد موجب تماماء أو قسسّم طرفاها على عدد موجب تماماء لا يتغيّر 


اتجاهها. 
د إذا ضئرب طرفا متر اجحة بعدد سالب تماما أو قم طرفاها على عدد سالب تماما تغيّر 
اتجاهها. 


وکذلك لدینا الخاصّة التالية : 


أي إذا ضربنا طرفاً بطرف متراجحتین تربطان أعدادأ موجبة ولهما الاتجاه نفسه حصلنا على 
متر اجحه لها الاتجاه نفسه. 





ا کی تحصر عبارة تحوي عددین ؟ 
© ليكن 2 و ۷ دی ین تفا 3 > 2 > 2 و 2> ۷ > ۰1 عین عددين حقيفيين پحصر ان 
المقدار ىء = 4 بینهما. 


© ليكن + عددا حقيقيًا يحقق 2 > » > 1-» عيّن عددين يحصران المقدار 3 - :2- = 7 بينهما. 





الحل 

9 استنادا إلى القراطن لدینا 3 > 2 > 2 و 2> > 1. تريد ضرب هذه المتراجحات طرفا بطرف» 
ولكي نفعل ذلك ارتکاب خطأ علینا التوثق أن جمیع الأعداد المذكورة موجبة. وهذا مر واضح هنا 
إذن :32 > نع > 21 أي 6> 4 > 2. 


© نبدأ بحصر المقدار 22- شم المقدار 3 - ۰-22 لحصر المقدار 24- نضرب أطراف المتراجحة 


2 > 2 > 1- بالعدد 12 ميان آنه عاب ی ا ست فنحد 2 > ۰-97 > ۰-4 2 
إذا جمعنا العدد 3- إلى أطراف المتراجحة السابقة وجدنا 20-3>2-13- > 4-3 وعليه 
نكون قد أثبتنا أن 1- > 8 > 7-. 


© الترتيب وعلاقته بحساب مربّع عدد أو جذره التربيعي أو مقلوبه 





۳ في حالة عددين موجبين م و ا يكون المجموع ۵ + ٠‏ موجباء ومن تم ينتج من المساواة : 
(ن - )(0 + ) = فيو ب ثم 
الس اة 


موجچب 


- 





أن للمقدارين 2م- :5 و ه 8 الاشارة نفسها. فإذا كان أحدهما موجبا تماما كان 


, ۶ _ 4 


هل تبقى النتيجة السابقة صحيحة إذا لم نفترض العددين © و5 موجبين ؟ 





وتنتج الخاصّة الآتية من السابقة: 


۳ لأنّه استناداً إلى ما سبق يكون ۰/۶ > م إذا وفقط إذا كان )®( < (a)‏ أ 





فص 17 41 
أثبت صيحّة كل من المتراجحتين : 5- > ۷2 و 2 > در 


وکذلك لدینا الخاصة المهمة الاتية : 





ی 0 ۲ ۱ 
ليكن 7 عددا حقيقيا يحقق 5 > 7 > 2. احصر المقدار 2 + = 4 بين عددين موجبين. أي عيّن 


عددين موجبين » و 5 (لا يتعلقان بقيمة 2) يحققان 6 > 4 > ». 





۲ 1 1 1 55 1 ال . 
ان 2 > 2 تقتضى e‏ 0 < ± فان 5 > 5 تقتضى > < -. إذن 
“0 3 17 

1 1 1 
5 2 2 

1 1 1 

۰( و ۱ 2 

5 1 2 

11 11 





- 


7ج دح ر دج 
© بين الإجابات الصحيحة من بين الإجابات الثلاث المقترحة فيما يأتي : 
ت إذا كان 3- > 7 كان : 
z—1< —4 © z—-1< —-2 ۵‏ © 1>4-ن. 
تك إذا كان 2 < 7 كان : 


© *- م2 © و م2 © و<م*-. 
3 3 3 3 3 
«ل ادا کان 1 > 0 > 0 كان : 
a <1 © a >aٌَ” ©‏ © که > .a‏ 
هت إذا كان 3 > ۾ > 0 كان : 
ي 11 و 1 1 و 1 . د. 
a 3 a 3‏ 3 6 


اذا كان 2> » > < کان : 


1 1 1 1 
Ta 3 - > >4 © <= <2 0‏ 
0 2 01 4 
. 3 1 1 1 
© اذا كان = > ج > خوخ ي ره > ح کا : 
1 ل 4 J E‏ 6 ل 
1 1 1 
y> @‏ @ لد © 9 
4 2 8 18 3 27 


© قارن بين العددين ه و ه في الحالات التالية : 


© 9-926 ,5 = هم © 6ع ةق ,7 N5N‏ = 4 


© "مقع و 8د م © E TS‏ 
10 ۳ 
تسد و 0۴ =0 ,135110 = 4 
9 فى کل مما يلي» احصر المقدار بين نی انا لت ۶۱ و یا رطا ا 
© 3+ a۾A=a CEE‏ © س ا 
2 2 0 2 4 


© 2+ملاع4 ,و>م>هة. © A4=(a-1-3‏ 2 > > 1 
© 2- م۸2 ,11< <a‏ 6. © 4-1-1 ۰/0 ۸4 ,15 > > 8. 


© ما إشارة كل من العددين 9- 445 و 


3 
2/2 - 3 








لذ المبالات في مجموعة الأغصاد الحقيقية 


4 رین 


لیکن © و6 Eu‏ المتراجحة 0 > ». يبين الجدول التالي مُختلف أنماط المجالات : 





> 2 التي تحقق المتراجحة ظ 


E 
3 
0 
5 


» يُقرأ الرمز +٠‏ «زائد لانهاية»» ويُقرأ الرمز مم- «ناقص لانهاية». إضافة إلى المجالات 
التي عرفناهاء هناك المجال أمده+ ,هه-] الذي يمثل مجموعة الأعداد الحقيقيّة 18 . 


مجالات غير محدودة 





« س المجالات من النمط [6,5] مجالات مغلقة ومحدودة. 
٠‏ لنتأمل عددین حقيقيّين » وم يُحققان 0 > ولیکن 7 واحدا من المجالات (0,ه| و ۵,۵ 


و|,0| و ,۰ عندئذ نسمّي العددین » و 9 طرفي المجال 1. ونسمّي کل -ء مرکزه أو 








7 ۰ س م ۰ ب 1 1 س 
منتصفه» ونسمّي گت - م نصف قطره» وأخيرا نسمّي ۾ - 0 طوله. 
الرکز مط 
ان 
مسجب تس 
عو نصف القطر 





- 





۰ نستنتج من الملاحظة السابقة 2 أن نقاط المجال [0,5] هي تلك النقاط التي تبعد عن مركزه مسافة 
أصغرء أو تساوي نصف قطره. يُذكرنا هذا بمفهوم القيمة المطلقة لعدد حقيقي التي تقيس 
المسافة بين العدد والمبدأ على المستقيم المُدَرّجء ولقد درسنا هذا المفهوم في العام الماضي. 


ليكن ± عددا حقيقيّاء نسمّي القيمة المطلقة للعدد 2 المقدار |2| الذي يساوي في حالة 0 < م 





ويساوي 7- في حالة 0 > 2 . ۳ 


يقيس العدد ۰۱| المسافة بين النقطة 14 التي فاصلتها ± على 


ار نلعت بس ۷[ 
۳۷ ۰ 
لمستقیم المدرج وللمبدً 0 ۱ص ۰ 
وبوجه عام يمثل المقدار إن - 2| المسافة بين النقطة ۸ التي 7 | و | ۳ 
چ 5 من 7 ۰ ۹ ۰( تب ا 
فاصلتها : والنقطة ۸ التي فاصلتها . 2 1 Y0‏ 


تذکر أن القيمة المطلقة | | تحقق الخواص الآتية : 


وهي تحقق أيضاً المتراجحة المهمّة التالية : 





٠‏ لنرجم الآن إلى المجالات تنتمي 2 إلى المجال المغلق [به] إذا وفقط إذا كان بُعد » عن 
ك = (مركز المجال) أصغر أو يساوي 7-4 = ۲ (نصف قطر المجال). أي إذا تحقق 





2 
الشرط ١‏ > إء - »۰۱ نعبّر عن هذه الخاصتة رمزاً كما يلي : 


3 
چ 








ہل ر 
|a=e| 0‏ £ 








نة : 2 لا تنتمي إلى المجال المغلق [۵: 6]. 





نتأمّل المجالات [3,5-] = 7 و ]2,7[ = 7 و]مه+,6] = 1 عيّن كلا من 77 و 37لا وكذلك 


۴۲ و كل نال 


لنمثل بيانيًاً المجالين 7 و 7. ولنتذكر أنّ 720.7 هو تقاطع المجالين 7 و.. أي مجموعة الأعداد 
الحقيقيّة التي تنتمي إلى هذين المجالين في آن معاء فهي إذن الأعداد التي تنتمي إلى المجال [2,5[. 


7 5 2 و 
١‏ ميا وم 1 








31 


هس7۳[ 
سس سس سح که ۱ ۱۱ ,7 


ما 710.7 فهو اجتماع المجالین 7 و 7. أي مجموعة الأعداد الحقيقيّة التي تنتمي إلى أحد هذین 
المجالين أو إلى کلیهما» فهي إذن الاعداد التي نقع في المجال ]3,7 -]. 

بالمنل» نلاحظ من جهة ثانية» أن لا عناصر مشتركة بين المجالين 7 و 2 إذن 2 = 026 ۰7 حيث 
يقرأ الرمز = «المجموعة الخالية». أمّا × ل1 فهي المجموعة ]مه+,6]لا[3,5-] وهي ليست مجالا 


کچ تدرب 
© مثل على مستقيم مدر ج مجموعة الأعداد الحقيقيّة التي تحقق الشرط المُعطى» في كل من 
الحالات الآتية : 


50 3> 2 - | 2 1> - نو 0 0 < 0ه 0 2 < 1 - | 








© عین» في حال وجودهاء قيم 2 التي تحقق الشرط المبيّن في كل من الحالات الآتية : 














9 2 = |3 - 2 © 7 = او ل 2 
ف نه - 2| = |8 - به © 5+ ه| = |8 - بم 
© |5 + همع 5 - ها © 3۳-6 = 2 + ها 


9 عبر باستعمال القيمة المطلقة عن قیم ‏ التي تحقق الشرط المبيّن في كل من الحالات الآتية : 


© |2,12ا» نه © 3,11 ء نه © |4-,8-| € هه 
© ,3| € به @ ,2| € نه 0 أمه+ ,17لا |1-,مه-] € نه 


- 











لیکن 0 وم عددين حقیقبین. 15 المتراجحة 0 > 0+ هم هو إيجاد كل الأعداد الحقيقية التي 
تجعل 9 + عم ساق ار معدوماء والقیم التي نحصل عليها تسمی حلول المتر اجحة. 





حل المتز جيه 0 9و2 هر تعیین قیم المتحول. ‏ التی تحیاه وشستی مضموعه هه القیم. 8 
مجموعة حلول المتر اجحة. 
تکتب المتراجحة 0 > 3+ »2 بالصيغة المُكافئة :3-> 22 وبتقسيم 
طرفي المتراجحة على العدد الموجب تماما 2 نجد 3- > «. فمجموعة 
الحلول ك هي الاعداد الحقيقية التي هي أصغر أو تساوي *#- أي المجال |2-,مه | . 

وبوجه عام يمكن تعيين قیم 7 التي تجعل المقدار ۶+ ده موجبا تماما» وتلك التي تجعله سالبا 
تماما. كما يلي : 


تت|ت۱ 


مسج 





اي ار اشاره المقداز 8 +عن تماثل اشارة ۵ لا کان الك وتعاکس اشاره ۵ اذاکان e.‏ 
0 0 


9 في الحقیقف إن 0 = 9+ :ده یکافی ددم لان 0 عد ه. 
© حالة 0 < » 
Ig N Tug OC o oO‏ < 
۰ 0 > + 27 يكافئ 7- > وه بساك > 
© حالة 0 > a‏ 


۰ 0 < 0+ نه يكافئ 0- < ده وبالقسمة على العدد السالب تماما ه نجد لح 
0 


0 - 
» 0 > ۱+ نمه يكافئ 0- > ده ومن ثم - < نو . 
0 


- 








2 
@ مَك 


پنعدم المقدار ا هه وهو پحافظ على اشارة واحدة على کل مجال من المجالین 
0 





أرنه,مه-]| و ۰0+ بنه| . ولتعیین هذه الاشارة يكفي أن نعيّن لشارة 0 + ۸ عند قيمة اختياريّة ما ؛ 
من آحد هذین المجالین. 





© ادرس إشارة كل من المقدارین 4-32 و 2+ 52 . 








© استتتج إشارة كل من المقدارين (2 + 32()52 -4) = 8 و کے م وذلك تبعاً لقیم 2 . 
6 
3 3 0 ع 27 - 4 


إشارة هذا المقدار كما في الجدول المجاور. 


وإشارة هذا المقدار كما في الجدول المجاور. 2 - 





لدراسة إشارة جداء ۸8 أو کسر ندرس شارة کل من ۸ و8 ك نستفید من قاعدة 


۵ إشارة /2/. ننظم جدولا مُشترکا يضم إشارة كل من 
4-0 و 2+ ۰57 يمكننا في هذا الجدول أن نقراً 





E3 4‏ 
۳ 0< ۲ إذا كان ا أي إذا كان 2,4-| € :ه. 


۱ 2 ۶ 4 0 
۶ > 7 إذا كان <- > ه أو © < هم أي إذا كان |مه+ ,| لا ,مه > ». 


ونترك لك أن تتدرّب بالمثل على تعيين اشارة المقدار 7۳ 





2 





5 ۷/۹ خر ی ۵ 


قطو وجے 
0 حل في 1 لمتراجحة المْعطاة» ومتل علی مستقیم مدرج مجموعة حلولها ک» واکتبها بصيغة 
مجال في كل من الحالات الآتية : 

0 1022-1 > 3+ 87 © 4 د22 < 1 د نوق 





6 4- > 5 - ود © 2/2-1 < 1 وول 


© ادرس إشارة المقدار (4)4 تبعا لقيم » في كل من الحالات الآتية : 





A(z) = 22 - 4 @ ۸)2( = -3z + 5 0 
(ez2): A= سح‎ © A: =(+1)(-2: +6) © 
۸)9( = -(- 3 © A(z) = 2 5 3 © 


gma 


4 ^ 











فردنات ومسائل 











۳ العددان وله - ول -- ۸ در هما عددان غير عاديين. بین : أي الأعداد التالية عادي 1 


8 و‎ .5- ۸4 © A + ور‎ O 
: توثق آن العددین التالیین عددان عادیان‎ 
و برس ول‎ ۵ EE O 
13 13 5 5 
: تو 53 آن العددين التاليين عددان عاديّان‎ 
2 2 
/ ۵ 3 2 
ا ا‎ ۱ 
5 4 2 5 
: وبِيّن بوجه عام» أنه إذا كان ۾ عددا عادیّا كان العددان الآتيان عددين عاديّين‎ 
1 1 
+ و‎ 0 1 
4 0 
: خال کا ون سا ات لته إلى چاه حبري عرفل بط‎ 


2 __ 
B= اھ‎ @ A = 9۵42 - 4z + 1( + 2)22 -1( O 


5 
C = ) + 1)8» - 4( - 22-0 9‏ ® 1 + و« + و + رو < ر] 











2 2 




















5 حل في 1 کلاً من المعادلات الاتية : 
0 1+ 32 = 1- و9 © 97 - 4 = (2 - 32) 2 








3 1 وگ 2 2-4 
6 اکتب المقدار الاتي بأبسط صيغة : 
8 ول ۰۷3+ ۷5 
5+8 ولا ولد 


و لیکن :2 ها سا TE‏ احسب بأبسط صيغة المقدار 
TL‏ 


مم هر کے 


ا 
1 





- 








للم البحث محأ (9©© 





© أثبت أنهء مهما كان العدد الحقيقي ‏ كان : 


)z - 17)22 +) + 1(۳(‏ = 1+ ثرو 4‏ أروق 
© أثبت أنهء مهما كانت الأعداد الحقيقيّة 4 ,۵,۶,6 كان : 


۴ خر اخل 
O‏ 


4 فهم السؤال. لنضع 1+ 42 - “32 = 8 و (1(۳+ :) + 1(*)22 - ) = 4 . نريد أن نثبت أ 
8 = 4 . إحدى الطرائق الممكنة هي نشر المقدار ۸4 واختزاله آملين الوصول إلى 8. 
8 ا ا اختصر عبارة ۸. یجب آن تصل الی 2 
7 أنجز البرهان واكتبة بلغة سليمة. 
9 


(ac + (۴ + (ad - be)‏ = (*0 + 9*()8 + ثن) 


© فهم السژال. لنضع : 
A < (ac + bd)” + (ad — be)‏ 
B = (a +b”))c” + d^)‏ 
نريد أن نثبت أن 8 = 4 . يمكننا أن نتبع طريقة السؤال السابق. 

8 الحساب. انشر ثمّ اختصر عبارة 4. ستجد 6242 + "مط + 242 + ٥”‏ = ۸ . ولكن بعكس 
السؤال السابق لم نحصل هذه المرّة على ۰7 وقد لا نرى كيف نحول ۸ أكثر من ذلك لنصل 
إلى 8 . ومنه فكرة تحويل 2 بنشر الجداء. 

© متابعة الحساب. انشر عبارة ۶ . ماذا تجد ؟ 


0 احا هن اناس 





نعرّف» یا كانت 2 من 7 المقدار : 0© 5- (3+ ه) = )5(2 . 
© + أنبت أن : © 16- :6 + تم - رمام . 
© أنثبت أن : © (8+ه)(2 -ه) = (70. 
© اختر" من بين الصيغ الثلاث السابقة الصيغة المناسبة أكثر من غيرها لحل المعادلات الآتية : 
.E)z) =0 )00(‏ (0) 11 - (:) ۰ (۵) 16- = (2) ۰ 





- 





8 نر اخل 
© يمكن اتباع أسلوب التمرين السابق. 
4 كي نبرهن 2 16 - »6 + 22 = E(x)‏ يكفي أن ننشر تم نختزل المقدار 25 - 3۳ + )۰ افعل 
ذلك. 
# نريد إثبات (8 + 2()2--2) = (2 . بدلا من محاولة تحليل 62-16 + 2ه إلى جداء عوامل. 
نرى من الأسهل أن ننشر ثم نختزل المقدار (8 + )(2 - 2). 
7 آنجز البرهان واكتبة بلغة سليمة. 
9 
4 فهم السژال. المقصود «بالصيغة المْناسبة آکثر من غیرها» » الصيغة التي تفیدنا بالوصول إلى 
الحل بأقل جهد من غيرها. 
] فمثلاه الصيغة المناسبة لحل المعادلة 0 - (:ه) 5 هي © بيّن لماذا ؟ ث اکتب الحل. 
& اختر الصيغة المْتاسبة لحل المعادلتین الأخريين» برئر اختيارك. ثمّ اکتب الحل. 


9( ا سال الررزف بات 
نختار كيفيًا أربعة أعداد طبيعيّة متتالية. نضرب أكبر ها بأصغر ها ونطرح من الناتج جداء 
ضرب العددين الآخريْن» فنحصل على العدد 2-. أثبت صحَة هذه الخاصة. 
9 غر اخل 
4 فهم السزال. لنتيقن من فهم العملیّات الموصوفة في نص المسألة» یمکننا البدء بمثال. نبدأ باختیار 
آربعة آعداد طبيعيّة منتالية ولتکن ۰1,2,3,4. جداء ضرب آکبرها بأصغرها 4 = 1*4 وجداء 
ضرب العددین الآخرین 6 = 3 <2. وحاصل طرحهما 2- = ۰4-6 فهو يساوي فعلاً 9-. 
# بحدا عن طریق. يطلب التمرین اثبات الحالة العامّة : فقد جری التأکید على أننا نختار کیفیّا الأعداد 








الاربعة المتتالية. يجب إذن أن نرمز إلى هذه الأعداد برموز مثل ,2,6,» ولکن الفرض الذي 
يشير إلى کونها منتالية یتیح لنا أن نرمز إليها بالرموز 3 + 2,4 + عب1 + عبه. توثق أن إثبات 
لمطلوب يؤول إلى إثبات : 

(a +1)(a + 2( = 2‏ -)3+ ماه 


۳۸ أنبت ذلك ثم صغ الحل بلغة سليمة. 


6 ات اجحات إشامةجدا. 


حل في ® المتراجحة : 6-1۳۴ > 3۳ +2 :۰ (ع) 





- 











999 نحو الحل 
4 فهم السؤال. نهدف إلى إيجاد الأعداد م التي تحقق (1-) > (3 + 2). نعرف كيف ندرس 
المتراجحات من الدرجة الگولی» أي من النمط 0 > 5+ ه. تأتينا إذن الفكرة بإرجاع السؤال 
إلى تلك الحالة. 
4 بحا عن طريق. نعلم أن المتراجحة م < 5 تکافیع 0 < ه- (. وعليه تكتب المتراجحة المعطاة 
(ع) بالشكل 0 < (5)م حيث *“(3 + :2) - 1(۳- ص) = (2)ط . 
GSS‏ نف ار ICICLE‏ 
0 < 8 - 147 - 37 ولکن لم نتعلم بعد دراسة مثل هذه المتراجحات. 
٠‏ نبحث إذن عن صيغة أخرى للمقدار (۳)۵ ۰ نلاحظ أنّ (2) هو فرق مربّعين. حلل () 
مستفیداً من هذه الملاحظة ل كل المتراجحة 0 < (م)۳ . 


كي أنبت ذلك ثم ص اخل بلفة سليمة. 


699 المزاجحات وإشارةكر 


حل فى 8 ار وه ]ب 





4r +1 
| 6-4 








4 فهم السؤال. ليست هذه المتراجحة معرفة الا في حالة 6 #. كما نلاحظ أنها ليست من 
الدرجة الأولىء لذلك علينا إرجاع دراستها إلى مثل هذه الحالة. 
# بحنا عن طريق. 

4 +1 


٠‏ تنبیه: لا تكتب أن المتراجحة 1- > سل تقتضي (± - 1<)6- > (1+ 44)ء لك هذا 
لحم 


يعود إلى ضرب طرفي المتراجحة بالمقدار:ه - 6 الذي قد يكون سالبا. 
٠‏ أثبت أنه في حالة 6« يمكننا كتابة المتراجحة المدروسة بالشکل المُكافئ 


aa‏ ۳ ۲ 7 ان 


6 -- 7 — 77 





e 
یکفی‎ BHC od +7 ع إذن در مق الححة ين ااا 0> في حالة‎ 
في مثل هذه الحالة أن ندرس إشارة كل من 4 و 8 . افعل ذلك.‎ 


OO ۶‏ موبوعة حون الم اه مد ريم 


۳ آثبت ذلك ثم صغ الحل بلغة سليمة. 





- 


۳ 


355 لتكن + و و وه و4 أربعة آعداد حقيقيّة تحقق 0 6 و 0 < 4 و 








0 CHO wf 9 1 

00 نفد أ 0 ع 7 لم آشت أ“ کڪ حت . 
در ص اں م 7 
5 سس ۹ 5 اس 0 C—‏ 0 

@ نفند ص |“ 0 ع م - ل اشت |“ بسا وی 
دودر ص أن 2 ل 0-7 7 


0 نفترض أن 10 مربع و ۸00 مستطیل . و نفترض أنّ مساحة 
الجزء الملون تساوي 183 مترا مربّعاً. فإذا علمت أن 4۸ يساوي 





COC 5m‏ يساوي 821 » احسب ۸8 . B'‏ ار 


99 نترض أن 4802 مرئع. ونفترض أن مساحة المربّع 78767 
تساوي أربّع مرات مساحة المربّع 48072. فإذا علمت أنّ 4 
يساوي 0 احسب ۰.47 


200 يتألف الشكل المجاور من مربّع طول ضلعه ت وأربعة أرباع دوائر تقع 
مراكزها على رؤوس المربّع. عبّر بدلالة ‏ عن مساحة السطح الملون. 
و أعط قيمة تقر ية لهذه المساحة عندما 2 - ت. 





وه انطلاقا من صفيحة مستطیلة (۰۸07 عرضها 7 - 48 وطولها ۳ ۳ 
46 = ۰47 نصطنع سطحين أسطوانيّين بطريقتين: 
© نجعل الضلع [800] ينطبق على [(47]. 0 B‏ 


© نجعل الضلع [48] ينطبق على [70]. 
نرمز بالرمز ”17 إلى حجم الأسطوانة التي نحصل عليها بالطريقة الأولى» وبالرمز ,۷ إلى 


حجم الأسطوانة التي نحصل علیها بالطريقة لخانية. احسب النسبة ۳ 


2 
سه مقارنة عددين. 


© » و ه عددان موجبان تماما. قارن بين العددين 
۶ ړ و 200 
a +b 2‏ 
© © و6 عددان موجبان. قارن بين العددين 








۸0۷ و 21/065 < ور 











۵ ° ۶ب 1 1 1 
0 لیکن © و 5 عددین موجبین تماما. اثبت ان =+ => ۱ 
a+b a Û‏ 


60 لیکن 0 و و ع انت ل Ty‏ 


ون ليكن 0 و 0 عددين حقيقيّن يُحققان ۰ > > 0. قارن بين الأعداد الآتية : 
a‏ 2۳1 0۵ 0 
0 ۵4-1 4-1 




















0 وعدتو م a‏ © تسن e‏ 
2 0 2 4 


1 0-2 0 0 <a > 9 A= ول‎ +2 © 


.8 <a > 15, 4= N/a +1-1 © .6 <a <11, ۸4-2 © 





OT N | سم‎ 





@ في کل من الحالات الاتیق 13 المتراجحة المعطاة» 3 مش مجمو ع الحلول علی ۳ 
مدرّجء وعبّر عنها بدلالة مجالات : 








© 57-1 > :و2 - 3. © < 

© > شلد . 9 20-1 < 5+52 

© 2(>0+ »5-)(1-+ 2 ). © 4(<0+ مارزمة- /). 
© 0< :3+ 2 © 0< 4- (22-8). 
© 60> زمة-ممق+ (-هة). ‏ © 0< 2+3 - (2-ه). 





11 فى کل ين كارك ات ی کي ا امسر عق رل الم ابجحة المبطات ون مرت 


























eT 0 EST 6 لك‎ 0 © aT 
34: + 5 3= 7 ل 7 [حدين‎ 5 
2 2 
وگ و 1عش. و <1 و وء كت‎ 8 
ب ي‎ 7 - 4 2 - 67 2 1-1 





2 





مفهوم الب 





6 خط البياني نام 
69 التام الترادد والتاع المتناقص 
3 جدول اطر اد نام 








ظهر مفهوم التابع متأخراء في تاريخ الریاضیات. فقدیما کان 
الرياضيّاتيُون الاغریق» وتبعهم الریاضیاتیون العرب في الفترة ما بين 
القرنين الثامن والثالث عشرء يستعملون جداول فلكية ومثلثية لأهداف 
عملية وحسابية بحتة. 

وظهرت» مع بداية القرن الرابع عشرء مفاهیم جديدة. حيث بدأ 
الإنسان ينظر إلى الرياضيّات بصفتها لغة قادرة على وصف حقائق 
الفيزياء. هذا ما أكده غاليليو في دراسته عن السقوط الحر" عام 1623. 

وما جعل هذا الانتقال سهلا هو البدء باستعمال الرموز الجبريّة 
والحساب الرمزي الذي أطلقه فرانسوا فييت عام 1591. أتاح هذا 
التعامل مع عبارات تحوي أعدادا ومجاهيل. ومع هذاء فقد وجب انتظار 
أعمال ديكارت ونيوتن ولايبنتز في القرن السادس عشر وأويلر في 
لقرن السابع عشر حتى نصل إلى صيغة كتابة قريبة من الحالية 
للعبارات والمعادلات الجبريّة. وبوجه خاص» عمل ديكارت على 
المنحنيات الهندسية حيث ترتبط إحداثيات النقاط © ون بمعادلة جبرية. 





60 معد مه عامة 


عندما تعتمد قيمة مقدار ما © على قيمة مقدار آخر ‏ نقول إنّ € تابغ للمتحوّل :. فمثلا 





مهوم لب 





ما تدفعه لسیّارة الأجرةء تابعٌ للمسافة التي تقطعها راکبا السيارة. 


درجة الحرارة في أحد الأيام في مدينتك تابعة لساعات الیوم. مثلا 


الساعة | 6 | 222016۱1410 


الاستهلاك الوسطي للأسرة من مياه الشرب تابع لعدد أفراد الأسرة. 





مقدار استطالة نابض معلق شاقوليًاً تابغ للثقل المعلق به. 
ويسعى الفيزيائيُون عادة إلى إيجاد علاقة تربط بين قياسات 
هذه المقادیر. فمخلاً : یقرنون بکل قيمَة معطا: لشفل مقداا" 
استطالة النابض التي یقیسونها. 











لضغط الجوي في مکان ماء تابعٌ للارتفاع عن سطح البحر. ونقرن عادة بکل قيمّة معطاة 
لارتفاع مکان عن سطح البحر مقار الضغط الجرى عند ذلك المکان. 


کثیرا ما نری» عملیّا وفي العلوم التجريبيّة 
التوابع مُعرفة بخطوط بيانيّة. تذکر المخططات 
التي ترصد الهزّات الأرضيّة» أو تخطیط القلب 
الكهربائي المبيّن في الشکل المجاور» هذه 
جمیعا تعبّر عن تبعيّة مقدار فيزيائي معيّن للزمن. 





وفي الهندسة. مساحة الدائرة تابع لنصف قطرها. 





- 











۴ في الریاضیّات» نتجرد عن الطبيعة الفيزيائيّة للظواهر المدروسة» ونحتفظ بالفكرة الأساسيّة: 


وهي أن نقرن عددا بعددٍ آخر. وعليه : 





وهكذا وضع علماء الرياضيّاتء قالبا عاما ينطبق على جميع الحالات التي نسعى فيها لدراسة 


لنتذكر معا في المثال التالي بعض التوابع التي مررت بها في دراستك السابقة» والتي سنعود إليها 
لأحقا على : نحو أكثر تفصیلا. 





التوابع التآلفيّة 





ليكن © و5 عددین حقیقیّین. یسمی التابع الذي يقرن بکل عدد. حقيقي و سرب 
العدد م + ج تابعا تآلفيًا أو أفينيّاً أو تابعاً من الدرجة الأولی. یمکننا سمل 
التعبير عن ذلك بالكتابة الرمزية : 0+ مه + ته. وإذا سب هذا | | 1/ 


لهذا :| التابع هو مستقیم. (الرسم المجاور يوافق حالة 0 ع 0). 


2 م بيعي 


شب عن ذلك 05 : و ا وإذا أسمينا هذا ١‏ الع 9 
ته = ()و. ونعرف من در استنا السابقة أنّ للخط البيانی لهذا التابم شکلا 
فين | أبميناء لعا ماه 








- 





6۵2 منهوم الم العددي 


لیکن 27 مجالا أو اجتماع مجالات من 1. 

* تعریف تابع f‏ من 7 إلى 8ء هو أن نقرن بکل عدد حقيقي » من عدداً حقيقيّاً وحيداً 
y= [)2(‏ 

* نقول ان 7 منطلق التابع /ء أو مجموعة تعريفه؛ أو نقول ان ۶ معرف على . 

* نسمّي العدد » من 2 متحولاء ولذا كان ۾ عددا من ۰ أسمينا (0)/ = 5 صورة العدد ۾ 
وفق /ر. 

* ونسمي العبارة () + ى أو (5)/ = ن علاقة ربط التابع . 

* إذا كان / تابعا معرفا على 7 کتبناه بالشکل (2)/ + 2 :7 ذا لم يكن هناك مجال للبس في 
معرفة 9 أو کتبنا (#)ثر جا ,1 + 7  :‏ وهذه الصّيغة آکثر دقة. 


غالبا ما يُعطى منطلق تابع ماء فنقول متلا إنّ 7۶ هو التابع المعرف على [4,5-] بالعلاقة 
1 + = ()۶. أو یکون المنطلق معروفا من سياق المسألة المطروحة. فمتلا للتابع ۶ الذي يقرن 
بنصف قطر دائثرة « مساحة هذه الدائرة أي 2 علاقة الربط »^ = (۰7)2 وواضح من سياق 
النص أنّ مُنطلقه 72 هو مجموعة الأعداد الحقيقيّة الموجبة تماما |مح+,0[. 


الأعداد ‏ التي يكون عندها حساب العبارة (:2)/ ممکنا» أو يكون عندها للمقدار (2)/ معنی. 





8 ف عه‎ 1 2 7 : 0 a 

لنفترض أن عبارة (2)/ کسریة مثل 1 = (۰7)2. عندئذ لا یکون حساب (5)/ ممكنا ما لم يكن 
0 د 2-1 أو 1 عد ء لان القسمة على العدد 0 في الاعداد الحقيقيّة غير ممكنة. فمجموعة تعریف 
هي أمه+,1| لا |1,هه-| = ,۰ التي نمثلها على المستقيم الحقيقي بالشكل : 











لنفتر ض و جود جذر تربيعي في عبار ة (2) » مثل - ۷2 (0)م/. عندئذ لا تمثل الكتابة 
- كيه aE‏ م ما لم يكن المقدار وح 0 TE‏ 2 > ». فمجموعة تعريف 7 هي 
| 00,2-] س .D,‏ التي 5 ۳ | على ۱ تق ۱ قبة 8 بال“ 5 : 








<7 2 ی ۵ 
کچ تدرب 


يؤول إيجاد 7 إلى إيجاد مجموعة الأعداد ى التي يمكن عندها حساب (5)/ . فالكتابة : 


Ja 





جام £ : 
1 -- ۲ / 


0 a 


نعنی 


۰۰ 





آتنا نقسم الجذر التربيعي للعدد » على 1- :۰ هذه الكتابة إذن لا تمثل عددا حقيقيّاً الا إذا تحقق 
الشرطان : 0 < هم و 1 عد . وعلیه |معب+با| لا |0,1] = ([. 








مر ‌ کی ° 
رده و وبم 
لیکن 0 التابع المعررف غلئ K‏ وفق 


صورة کل منها وفق f‏ تساوي 1. 





2 عین » کم حال وجودهاء الأعداد التى 
١ 7 + 1‏ 1 


۳ في حالة تابع f‏ معرّف على ۰ ایجاد عناصر 2 التي صورة کل منها ا 0 
حل المعادلة ۵ = ()/ في 27 . 


إيجاد الأعداد الحفيقيّة التي صورة كل منها وفق / تساوي ۰1 هو إيجاد قيم * التي تحقّق 1= ()/ 
5 

7 +1 

معرف على کامل ۰.18 فالعددان 2 و 2- :هما العددان اللذان صورة کل منهما وفق 7 تساوي 1. 





آو 4 = "۰7 لهده المعادلة جذران 2 مه و 2 = وکلاهما مقبول لان 1 





- 





حذ ‏ »ع . 
/ از وه 


© مریعاً طول ضاعه يساوي ۰2 ننشیم علی محیط 
المربّع وخارجه آربعة مثلثات متساوية الساقین طبوقة فنحصل 
ع که مت رل کل من شا تا سازی ا کسا گر 
لشکل المجاور ونعرف التابع / بالفول إن (2)/ يساوي مساحة 
سطح النجمة. 
© بين أنّ متطلق التابع / هو ]مه +,1[ - (. 
© اکتب بأسلوب صحيح عبارة التابع . 





© بين مجموعة تعريف كل من التوابع المعرفة بالعلاقة : 














)( = حش‎ + 52 © f(a) = 222 +1 © 
ا‎ 60 f(a) = 2+ © 
=| 
f(z) = ۷2 +1 © f(a) = 2/2 +1 © 

۳۳ 7 
9 یش هر ۵ رد( 
1 2 
© و ا 0 10 = () 


© بين مجموعة تعريف كل من التوابع المعرفة بالعلاقة : 























0 د رهم © ح (ه)/ 
1+ 2 1 خب 
++I ©‏ دهم o‏ = 
2 21 
© س 9 د 
tz) 1 70 2 + 42‏ 
9 لاد f)‏ 0 ۰۷-1 مار 
1د خر( 
و خلت ديم م لت -(/ 


Nu — 2 1 - 2 








نتأمّل في المستوي ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة (.,0,7). ننظر إلى المستقيم (07) بصفته 
مستقيم أعداد مبدؤه النقطة 0 وتكون فاصلة النقطة 7 عليه مساوية 1. فنحصل بذلك على ما نسميه 
محور الفواصل ونرمّزه 02 . وبالمثل ننظر إلى المستقيم (07) بصفته مستقيم أعداد مبدؤه النقطة 
0 وتكون فاصلة النقطة 7 عليه مساوية 1. نسمي عادة فاصلة نقطة على المستقيم (07) ترتيبهاء 
ونسمي مستقيم الأعداد الثاني محور التراتيب 0۲. 


سنقتصر في هذا البحث على الحالة التي یکون فيها المستقيمان 
متعامدين أي 90 = 2707 و1 - 07 = 07. نقول في هذه الحالة 
إن لدينا .مما متجانسا. وعندها تسن كل نقطة 12 في المستوي 
بمعرفة 7 فاصلة مسقطها على محور الفواصل. و ن ترتیب مسقطها 
على محور التراتيب. فنقول إن (۷.») هما إحداثيتا النقطة 1 في 
المَعلم التُعطى. وندل عليها بالكتابة : (1/)2,۵. 





5 
1 
5 
81 
5 
۳ 
3 
ب 


1 ۱۱۱۱۱ ۲۱ 


لمك الخط البياني 


© عرب 
ليكن / تابعاً منطلقه . إِنّ الخط البيانيَ © للتابع ۶ في مَعْلم» هو مجموعة النقاط التي 
إحداثيّاتها (,2) حيث تنتمي + إلى 1 و (2) < . 


كنت قد رأيت في دراستك السابقة أن الخط البياني لتابع تآلفي” ۶ معرّف على 1 بصيغة من 
النمط 0 + يهم = (102 هو المستقيم الذي معادلته + 2ه = ,ع . وبالعکس» كل مستقيم في المستوي لا 
يوازي محور التراتیب هو الخط البياني لتابع تألفي مُعرّف على کامل 5[ . 








- 


2 0 
9 مَك 


لعدد » من 2 صورة وحيدة فقط وفق تاع ال 

BEA 7 ۳ 

7 لذلك یقطع المستقیم المار بالنقطة (4)0,0 عز| / الا ام 
محور التر اتیب الخط البياني للتابع 3 في نقطة ۱ 


و احدة فقط. 








الخط البياني © في الشکل المجاور» هو التمثیل البياني لتابع 
7 معرف على المجال [4,5-]. لكل » من [4,5-] صورة واحدة 
وفق ۰7 فالمستقيم الما بالنقطة (4)0,0 والموازي ل 0۲ لا یقطع 
الخط البياني © الا في نقطة واحدة 8 هي النقطة التي إحداثيّتاها 
((۵:)۵) ۰ 

إذا كان © الخط البياني لتابع ۶ في معلم» أسمينا الصيغة ()/ = ن المعادلة الديكارتيّة للخط 
البياني ۰6 أو قلنا ببساطة إنها معادلة 20.6 








د اندر نيه بيار ,0 خطه البياني. لمعرفة إذا كانت النقطة (4)0,5. واقعة 
على ,۰0 نتبع الأسلوب الآتي : 
© إذا كان م لا ينتمي إلى .فان ۸ لا تقع على ,0 أو ,© © ۸. 
© ادا كان +0 ينتمي إلى ی بان مر ی ۱ 
© إذا كان (»)۲ ع 5 فإن ۸ لا تقع على ,0. 
© ذا كان (0)/ = 5 فان ۸ نقع على ,0. 


د قراءة التمثيل البياني 


1 ليكن 8 + 0 :۲ تابعاء ولیکن ,6 خطه البياني» ولتکن » من . إذا كانت النقطة ۸ 
هي النقطة من ,0» التي فاصلتها » كان ترتيبها هو (0)/. 
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لخط البياني © في الشكل المجاورء هو التمثيل البياني لتابع 
7# معرّف على المجال [4,5-]. لتعيين صورة 1.5- أي 
(1.5-)/ نتبع الخطوات الآتية : 
ه نعيّن 1.5- على محور الفواصل ونرسم المستقيم المار بهذه 
النقطة موازیا محور التراتيب. 
۰ يقطع هذا المستقيم الخط البياني © في ۸ . 


./)-1.5( = 3.5 نعيّن ترتيب النقطة ۸ برسم المستقيم المار بها موازیا محور الفواصل. فنجد‎ ٠ 


كن له 18 1لا اق :9 21 21 كذ اك 
TIT‏ ۷2 ۳ 
لح 12 
8ك < ۱۵ ۲1 5۵ 
سا ار 
TAIT NL‏ 





ليكن ۸ + 2  :‏ تابعاء وليكن ,0 خطه البياني. وليكن 0 عددا حقيقيًاً. نتأمل المستقيم 
الث المار بالنقطة (0,5) موازيا محور الفواصل. نلاحظ وجود حالتين : 
0 المستقيم امامل ع رد لد بريد ني ا كي او وش كر ادر 86 
في هذه الحالة نقول إن 5 لا تنتمي إلى المستقر الفعلي للتابع f‏ . 
© المستقيم لك يتقاطع مع 0 في نقطة ولتكن (4)0.0 ء ويكون (0)/ = 5 لان (4)0,5/ 
تنتمي إلى ,©. في هذه الحالة نقول إن 5 تنتمي إلى المستقر الفعلي للتابع ‏ . 





الخط البيانيّ © في الشكل المجاورء هو التمثيل البيانيّ لتابع 
م معرف على المجال [5,4-]. لتعيين الأعداد التي صورة کل 
منها وفق 7 تساوي 3» نتبع الخطوات الآتية : 
۰ نعيّن العدد 3 على محور التراتیب» ونرسم المستقيم ۸ ذا المعادلة 3 = . 
. یقطع هذا المستقيم الخط البياني © في نقطتين 4 و8 فاصلتاهما 1 و 3 بالترتيب. إنّ صورة 
كل من 1 و3 وفق / هي 3. 





وإذا طلب متا تعيين الأعداد التي صورة كل منها وفق ۶ تساوي 4.5» نتبع الخطوات الآتية : 
۰ نعيّن العدد 4.5 على محور التراتیب» ونرسم المستقيم ۸ ذا المعادلة 4.5 = . 
- لا يقطع هذا المستقيم الخط البياني 6. إذن لا ينتمي العدد 4.5 إلى المستقر الفعلي للعدد ۶ 
ولا يوجد في [5,4-] عددٌ صورته وفق f‏ تساوي 4.5. 





- 


2 
89 مف 


لا يعطي التمثيل البياني لا قيما تقريبيّة» وذلك ما لم تكن 
المطلوبة مذكورة على لرسم. فمثلا إذا أردنا في المثال 5 
معرفة الأعداد EE‏ ر تساوي 1 لاحظنا أن 
المستقيم ۸ الذي معادلته 1  -‏ یقطع © في نقطتين 4 و8 
فاصلة إحداهما تساوي 4. أمّا فاصلة الثانية فهي « قريبة » من 





۳ 
تسا ات EE‏ من 


.-.4 





تأمل الشکل المجاور. الخط البياني ۰6 هو التمثيل البياني لتابع ۶ ۱ 
معرف على 4,3-|. 

© حل بیانیا المعادلة 3 = (م)/ . 

© خل بيانيًاً المتراجحة 3 > ()/. 


© يؤول حل المعادلة 3 = (ه)/ في المجال [4,3-] إلى تعيين الأعداد :ه 
من هذا المجال الى سور ره کل متبا و ۶ هي 3. لذلك نرسم المستقيم ۸ 
ذا المعادلة 3 <- ره . فنلاحظ أنه يلاقي الخط البياني © في ثلاث نقاط ۸ 
و 8 و ۰0 ومنه نستنتج أن حلول المعادلة 3 (2) هي 
4- = و و2 - ه و2 - ن. 

© يؤول حل المتراجحة 3 > ()/ في المجال [4,3-] إلى لیجاد الأعداد 
من هذا المجال التي صورتها وفق / أصغر تماما من 3. بعد رسم المستقیم 
۸ نعيّن أجزاء © التي تقع تحت المستقیم ۰۸ «لا تصلح النقاط 8,٥‏ ,۸4 
لان ترتيبها يساوي 3» بعد ذلك نعيّن الاجزاء المقابلة من محور الفواصل. 
فمجموعة حلول المتراجحة 3 > (5)/ هي |23 ل |2-,4-]. 








- 





ی ی ۵ 
کچ تدرب 


9 بين أي المنحنيات التالية هو خط بياني لتابع : 





© ليكن 6 الخط الات الممتل لتابع ۶. ترج العبارات الاتية بعلاقات مساواة تعر عنها. 
9 یم 6 بنقطة احدانتاها (9,5-). 
© یقطع © محور التراتیب بنقطة ترتيبها 1-. 
© بقطع > محور الفواصل بنقطتین فاصلتاهما على الترئیب 9- و 3. 


© ليكن © الخط البياني الممثل للتابع ۶ المعرّف على ۸ بالعلاقة 5 + 2 (2م)مر. 
© بيّن أي من النقاط (2,9-)4 و (8)8,13 و (2,7 06 تنتمي إلى 6. 
© أعط احدائیات آربع نقاط تقع على الخط البياني 6 . 


© في الشکل المجاور نجد الخط البياني لتابع معرف على المجال [1,8]» بقراءة بيانيّة لهذا الشکل» 
بيّن الصواب من الخطأ في المقو لات التالية : 
© العدد 1 هو صورة 0 وفق 1. 
© العدد 0 هو صورة 1 وفق /. 
© العدد 4 هو صورة 3 و 7 وفق /. 
© 5 = 2)/. 





./)3( < 5 © 

هللمعادلة 2.5 = ()/ ثلاثة حلول. 

© العدد 0.5 هو صورة عدد وحيد من المجال وفق . 
© في حالة |6,8)] ع + لدينا 2 < ()/ . 





- 











ه كلما زاد عدد آفراد الأسرة زاد استهلاكهم من مياه الشرب» فنقول إنّ استهلاك الأسرة من مياه 
الشرب تابع متزايد لعدد أفرادها. 

د وكلما زادت سرعة سيارة زادت مقاومة الهواء التي تواجهها. فنقول إن مقاومة الهواء المطبقة 
على سيارة تابع متزايد لسرعتها. 


۶ کون تاب ()/ جا ۰:2 متزایدا إذا كبرت قيم (۶)2 أكثر فأكثر كلما أخذ المتغير ‏ قيما 
أكبر فأكبر. 


يبيّن الشكل المجاور تمثيلا بیان لتابع متزايدٍ على [1,4]. 


" فأیا كانت قيم » و ه من المجال 4 إذا كان ٠‏ أكبر من cu‏ 
كان (۶)0 آکبر من (0)/ . 

» لاحظ أنه لا يكفي التوثق من صحة هذه النتيجة فقط عند قيمتين 
خاصتتين کاللتین اخترناهما في الشکل بل يجب التيقن من صيحّة 
ذلك عند جميع قيم » وه التي تحقق 0 <.0 

ه لاحظ كيف يبدو الخط البيائي: للتابع ۶ «صاعدا» عندما 
نستعرضه من اليسار إلى اليمين. 








یں 


ه كلما زاد الارتفاع عن سطح الأرض انخفض الضغط الجوي» فنقول إنّ الضغط الجوي تابع 
متناقص للارتفاع عن سطح الأرض. 





يكون تابعٌ ()/ س » : / متناقصاً إذا صغرت قيم ()/ أكثر فأكثر كلما أخذ المتغيّر ‏ قيما 
أكبر فأكبر. 














يبيّن الشكل المجاور تمثيلا بيانيًا لتابع متناقص على المجال [2,3-]. 


فيا كانت قيم » وه من المجال [2,3-] إذا كان ٠‏ أكبر من < 


»» كان (0)/ أصغر من («)7. 


لا نتوثق من صحّة هذه النتيجة فقط عند قيمتين خاصتين كاللتين ١‏ 


۰ با‎ >> U 


لاحظ كيف يبدو الخط البياذ ۱ الذي ل التابع «هابطا» 2 


عندما نستعرضه من الیسار إلى اليمين: 


© رین 


ليكن / تابعاء ولیکن 7 مجالا محتوی في مجموعة تعریف التابع /. 


لا 


۳" 


نقول إِنّ / متزايدٌُ تماما على 7 إذا تحقق الشرط : مهما كان 
العددان الحقیقیان » وه من 7 فان المتراجحة ٠‏ > » تقتضي 
fv)‏ > (). 
أي إن يُحافظ على جهة المتر اجحة بين ه و ۰ . 
نقول ان" / متناقص تماما على 7 ذا تحقق الشرط : مهما كان 
العددان الحقيقيان u‏ وه من 7 فان المتراجحة u‏ > » تقتضي 
(0) < (ن)/ . 
أي إن يقلب جهة المتراجحة بين » و ". 

نقول ان / متزاید على 7 إذا تحقق الشرط : مهما كان العددان 
هك و٠‏ من 7 فان المتراجحة « > » تقتضي (0)ر > (0). 
لخط ااا للتابع ۶ صاعد ولكن قد يحتوي على *مساطب» 


+ مر تن هم 


أفقيّة . 


. 


ویکون ۶ متناقصا على 7 إذا تحقق الشرط : مهما كان العددان 
هه وه من 7 فان المتر اجحة ٠«‏ > » نقتضي (0)/ < (20)/ . 
لخط البيائي” للتابع ۶ هابط ولکن قد يحتوي على ”مساطب“ 


5ه مو ين هم 


افقید. 





- 























في حالة تابع تآلفيّ (أفينيّ ) 0 + نمه = (2)ر ,12 + 1۲ : ثرء لدينا الحالات الاتية : 
ه إذا كان 0 < ۾ كان / متزایدا تماما. 
ه ولذا كان 0 > ۾ كان / متناقصا تماما. 
ه وإذا كان 0 = ه كان / ثابتاء أي يأخذ القيمة نفسها مهما كانت قيمة المتغير. 


۳ لإثبات أن تابعا متز اید تماما نضع المتر اجحة ٠‏ > ا التي نسمیها فرضاء 2 بالاستفادة من 
الفرض نبرهن صحة النتيجة (0)] > (02)/ . 

© لنتأمّل حالة 0 < ». ليكن » وه عددين حقيقيين كيفيين د يحققان | 

» > س٠‏ لمقارنة المقدارين (0)/ و( نحسب الفرق كما | 

بدا مرف ۱ 

(av + b) — (au + 6( 

a (uv—u) < 0 


f(u) - f(u) 





>0 >0 


إذن الشرط « > » يقتضي (0)/ > (»)» والتابع ۶ متزايدٌ تماما في هذه الحالة. 


5 وبالمتل في حالة 0 > ه. إذا كان » وه عددين حقيقيين كيفيين 
يُحققان ٠‏ > »۰ كان: 
f(u) = a ۵ — u) > 0‏ - (۳ 


0> > 
إذن الشرط « > » يقتضي (0)/ < (0)/ء والتابع 7 متناقص | 
تماما في هذه الحالة. 


ه أمّا في حالة 0 = ه. فالتابع / يأخذ القيمة 5 أيَاْ كانت قيمة 
المتغيّرء فهو تابعٌ ثابت. 














ام لمحن f‏ و و الاتيين : 
*ه ع Rf)‏ ج ]7:0 و که < Ro)‏ ج [مرهه-][ + و 
آثبت ما يأتي : 
© التابع 7 تابغ متزاية تماما. 
© التابع و تابعٌ متناقص تماما. 


© لیکن » وه عددین يُحققان » > » > ۰0 والمطلوب هو المقارنة بين (0)/ و (۶0 أي بين 
العددین 2ه و *. ولکن لدینا (ه + )(0 - »)  -‏ - ”ن وهنا نلاحظ ما يأتي : 
۰ نستنتج مباشرة» استنادا إلى الفرنض u‏ > »» أنّ 0 > u‏ ». 
0 و لا > 0 وه > 0 اسنتتجنا أن 0 < هن + . 
وبناء على قاعدة الاشارات نجد 0 > vu)‏ + 0)(ن جد (u‏ آي كنم جه مر . 
بذا نکون قد آثبتنا أنه مهما يكن » وه من ]م+,0] فالشرط ٠‏ > » 
يقتضي (0)/ > (0)/ء وهذا يثبت أن التابع 7 متزاید تماما على 
المجال +oo|‏ ,0 ]۰ 





© ليكن » وه عددین يُحققان 0 > « > ٠»‏ و المطلوب هو المقارنة بين (»)و و («)و أي بين 
العددین 2 و 2ه. ولکن لدینا مُجدّدا (ه + مم)(ه - ) = 2ه - ن ونلاحظ ما يأتي : 
۰ نستتتج مباشرة» استنادا إلى الفرنض « > ٠»‏ أنّ 0 > u‏ ». 
۰ ول 0 > ه و0 > ه استنتجنا أن 0 > ه + . 
إذن بناء على قاعدة الاشارات نجد 0 < (ن + ن)(ن -) = که - رهم 
أي تر ع U‏ 
فنكون قد أثبتنا اله عيبا كن u‏ وه من | 00,0-] فالشرط u > ٠‏ 
يقتضي (0)0 < (0)0» وهذا يثبت أن التابع و متناقص تماما على 
المجال |0.مه -[. 








- 





0 تجد في الشكل التالي» الخطوط البيانية لتوابع f‏ و و و« ور و و۸ مُعرفة على مجال 1. 
بن انها ع ند ما وا ات اما اما ما با متاسن وا مد ولا 
ق اما 7 








© لنتأمّل التابع 7 موی چم و : گر . 
© آثبت أنّ ۶ متزاية تماما على المجال ]مح+,2]. 
© آثبت أنّ ۶ متناقص تماما على المجال [2,مه-[. 
© لنتأس التابم ب ه  :‏ المعرف على (1۲۱0. 
HH‏ 
© أثبت أنّ / متناقص تماما على المجال ]مه+,0[. 


ع 


© أثبت أنّ ۶ متناقص تماما على المجال ]0,مه-[. 
5-5 1 س ۾ مج م ا ممه اه اه ي 1 

© لنتأمّل التابع اح كار المعرّف على +1. أثبت أن 7 منناقص تماما على 
المجال |مم+ ,0 |. 


© لنتأمّل التابع لہ + :ه : م/ المعرف على 001+ ,0]. أثبت أنّ / متزايدٌ تماما. 
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التابع المطرد على مجال هو تابعٌ متزاية على هذا المجال أو متناقص علیه. أمّا دراسة اطراد تابع / 
فهي البحث عن المجالات التي يكون عليها التابع / متزایدا تماما أو متناقصا تماما أو ثابتا. نلخص 
عادة هذه الخواص في جدول نسمّيه جدول الاطراد. 


نجد في الشکل المجاور الخط ال لتابم ۶ معرف على المجال 
[2,5-]. 
نلاحظ من تأمّل الخط البياني ,6 النقاط التالية : 


ARES 

8 ان ۶ متزاية تماماً على المجال [1-,2-]. ويبدأ التابع ۶ یل 
بالقيمة 3 عند 2- د :+ ليزداد إلى القيمة 4 عند 1- =+ 

5 ان م متناقص تماما على المجال [1,2-]. إذ يتناقص التابع / من القيمة 4 عند 1- = م 
ليصل إلى القيمة 1 عند 2 = :د. 

5 ان ۶ متزایذ تماما على المجال [2,5]. إذ يتزايد التابع / من القيمة 1 عند 2 = :هء ليصل 





في الحقبقة پمکن طخیص هذا الوصف لاطراد التابم ۶ بنتظیم الجدول ارا الذي ل جدول اطراد 


5 2 5 و 


‌ 
9 مَك 


تأمّل الخط البياني للتابع ۶ في المثال السابق وأجب عن السؤالين الآتيين : 


د ماهي أكبر قيمة يأخذها التابع / على مجال تعريفه ؟ 


ماهي أصغر قيمة يأخذها التابع 7 على مجال تعريفه ؟ 


06 











5 نقول ان ۸7 هي أكبر قيم التابع ۶ على 7 إذا تحقق الشرطان الآتيان : 
© یا كانت قيمة « من 7 كان 34 > ()/ . 
© يوجد عد ۾ في 7 يحقق 14 = (0)/. (أي ان / يأخذ فعلا القيمة ۰۶ أو يبلغها.) 


5 نقول إِنّ 77 هي أصغر قيم التابع ۶ على 7 إذا تحقق الشرطان الآتيان : 
© یا كانت قيمة » من 7 كان 7 < ()/ . 





© يوجد عد ا في 7 يحقق + = (6)/ . (أي ان / يأخذ فعلاً القيمة ٠‏ أو يبلغها.) 





أتاحت لنا دراسة تابع / تنظيم جدول اطراده المبيّن فيما يأتي : 
© عيّن انطلاقا من جدول الاطراد ما يأتي : 
© مجموعة تعريف التابع / . 
© نقاط مميّزة يمر بها الخط البياني للتابع . 
© دراسة اطراد التابع / . 
© أكبر قيمة وأصغر قيمة للتابع / . 
© انطلاقا من جدول الاطراد السابق والمعلومات التي وصلت إليها آنفاء ارسم خطأ بيانيًا 
یصلح آن یم التابع 1 





© نقرأ مجموعة تعریف ۶ من الستطر الأول في الجدول فنجد أن التابع ۶ مُعرف على المجال 
۰-54 
© ویفیدنا الجدول مباشرة في تعيين صور الاعداد 5- و 1- و 3 و 4: 
f)-5( =3‏ و 0 < (1-) و4 < (3)/ و 0 < (4)]. 
فالخط البیانی للتابم / يمر بالنقاط (5,3-) و (1,0-) و (3,4) و (4,0). 








و ونقراً من الجدول در اسة الاطراد التالية : 
* التابع 7 متناقص تماما على المجال [1-,5-]» 
* وهو مارا كماما على المجال |1,3-]) 
* ومتناقص تماما على المجال [3,4]. 
® ۱ ۱ 
* أصغر قيم التابع 7 على [5,4-] هي 0 ويبلغها التابع عند قيمتين للمتغير » هما 1- و 4 


* آمّا أكبر قيم التابع / على المجال [5,4-] فهي 4 ويبلغها عند قيمة واحدة للمتغير ‏ 
هي 3 . 


© يُعطي اتجاه الأسهم في جدول الاطراد فكرة عن هيئة الخط البياني. وتفيدنا القيم المبيّنة في الجدول 














يوافق كل من الخطين البيانيين المبيّنين أعلاه جدول الاطراد المدروسء وهناك بالطبع غيرهما لأننا لا 
نعرف قيم (2)/ عند جمیع قیم 7 في المجال | 5,4-]. 


2 9 
@ مح 


تأمّل الخط البياني للتابع ۶ في المثال السابق وأجب عن التساو لات الاتية : 





د آصحیح أن 5 > (5)/ أيَاْ كانت قيمة ± من المجال [5,4-] ؟ 
ايكون العدد 5 آکبر قیم 7 على المجال | ۱-54 1 

د هل 1 < (ي) أياً كانت قيمة « من المجال [5,4-] ؟ 

_ آتکون 1- آصغر قیم ۶ على المجال [5,4-] ؟ 

آتکون 3 أكبر قيم ۶ على المجال [1-,5-]؟ 





9 
































حك یمتل الخط اليياني في الشکل المجاور تابعا معرفا على 1 . 7 
8 7 


من الواضح أننا لا نستطيع رسم الخط البياني للتابع كاملا لان .۰ 0 إا 
المجال R‏ غير محدود. في مدل هذه الحالة نصطلح آن التابع 5 ساب 
يتابع اطراده بالاسلوب نفسه خارج الجزء المرسوم. أمّا جدول ۹/۳" 


و قير 





مل 1 0 مه | ه | 

ر ات د ۳ 2 00 
4 د کک ه 
7 تدرب 


9 يداي انال سس ی رای ۳ د علب المياق ا 





© التابع 7 ليس متزایدا تماما على 7. 

© أصغر قيم التابع ۶ هي (1-)/. 

© أصغر قيم التابع 7 هي (03/. 

6 أصغر قيم التابع و هي (1-)و لان 1- هو آصغر الاعداد في 7 

© أصغر قيم التابع و على 7 هي (3)و لأنّ و متناقص تماما على 7. 
© أكبر قيم التابع 7 على 7 هي (۸)3 ويبلغها التابع 7 مرتين. 

© أصغر قيم التّابع ‏ على كل من المجالات 7 و[1,0-] و[0,2] هي 0. 





0 











ی امل تاد خطوط ييانية 6 وها وه) : 





© اقرن کل و احد من التوابع 7 و و و« مع آحد الخطوط البيانيّة ,© و ر6 و ب6. 


© املا الفراغات في جداول اطراد كل من التوابم f‏ و و و . 


7 نتأمل فیما يلي جدول اطراد تابم 3 


7 5 1 0 1 وج | 





O IS 2۸ ات با‎ 


© على کل من المجالات [3,7-] و [1,1-] و[1,7]» عيّن اکبر قيم التابع ۶ وقیم المتغيّر ‏ 


التي يبلغ عندها هذه القیم الکبری. 
© على كل من المجالات [3,7-] و [0,3] و[1,7]» عيّن آصغر قيم التابع ۶ وقیم المتغيّر ‏ 
التي يبلغ عندها هذه القیم الصغری. 





- 





سز بت © 


ايك ۲ ناميا مرن على المجان |1| 1 تقرش أنه مهما كان یں الحقيقي « من 
7 کان 3 > ( > ين ونفترض آیضا ان حلول المعادلة 1 = (2)/ هي الأعداد و - 

و اح ان =A gg‏ . ارسم» في مَعلم متجانس خطاً بيانيَ © يُمكن أن یمثل التابع / . 

9# غر اخل 
# فهم السؤال 

لا تتيح المعلومات المتوفرة عن ۰ رسم خطه البياني رسما دقيقاء لأننا لا نعرف قیم (2)/ 

عندما تتحول 7 في المجال 1 . ولکتنا نعلم قيم (:)/ في حالة 3- = 2 أو 1 - « أو4 = 4. 

ما عدا ذلك» یمکن أن يأخذ (»)/ قیما عدیدة» و علیه فهناك العدید من الخطوط البيانية التي 

8 ترجمة الشروط الفترضة علی ‏ بيانيا 

۰ التابع 7 معرف على [10,10-] = ۰7 إذن في أيّ مجال نتحول ؟ الخط البياني للتابع / 
محصور بين مستقيمين یوازیان محور التراتیب ویمر آولهما بالنقطة (۸)»,0 ویمر" تانیهما 
بالنقطة (8)0,0 عین © و ا. 

/ ّا كان ه من 7 كان 3 > (5)/ > 1-. نستنتج أنّ تراتيب نقاط الخط البياني للتابع‎ ٠ 
محصورة بين عددین عینهما. یقع الخط البياني للتابع 7 بين مستقيمين یوازیان محور‎ 
الفه اضل. اكتف معادلة .لكل من هدیم المستکنمین.‎ 

٠‏ حلول المعادلة 1= (2) هي 3- = ده و1 - « و4 = #ء إذن يمر الخط البياني للتابم 
بثلاث نقاط ما هي احد انیاتها؟ 

۰ هل یقطع المستقيمٌ ذو المعادلة 1 - ن الخط البياني للتابع ۶ في نقاط آخری غير النقاط 
الثلاث السابقة؟ 

© ارسم خطا بيانيا یمکن آن یمتل ۰۶ ثمّ ارسم أيضاً بلون مات خص با اهر مک ان تم 
0 





- 





([6 تان ني علىعاات 
يبيّن الشكل المجاور وعاءً مؤلفا من مكعبين متصلين. طول حرف الأول 80 
سنتيمتراً وطول حرف الثاني 60 سنتيمتراً. نرمز بالرمز 7 إلى ارتفاع 
السائل في الوعاء مقاسا بالسنتيمترء وبالرمز (1/)5 إلى حجم ذلك السائل ” 
باللیتر. مثل بيانيّاً الحجم 7 بدلالة 2. خذ سنتیمتراً واحدا لكل 10 ... 
سنتمترات على محور الفو اصل» وسنتیمترا و احدا لكل 50 لیترا على محور التراتیب. 
۴ غر اخل 
© فهم السؤال 
لنتخيّل أننا نملا الوعاء اعتبارا من 0 = . نعلم» بالطبع» أنّ حجم السائل يتعلق بالارتفاع « 
ومن ثم فإنَ الحجم 7 تابعٌ للارتفاع 5 . 
۰ ما هي مجموعة تعریف ۴۲۷ 
> أنستطيع حساب بعض قیم ۷ ؟ احسب مثلاً (7)0 و (۲)50 و (80)⁄. 
# بجنا عن طریق 
تل ۴ بیانیاه علينا معرفة ۳ آنا كانت قيمة م. رخن اتا تما الوعاء بدا من 











0 = 7 -- 
- عندما يكون السائل موجودا فقط في المکعّب الصغيرء في أيّ مجال تقع .| . 
قيمة ‏ ؟ احسب في هذه الحالة (۲/)2 ۰ ۳ ا 


٠‏ في أي مجال نقع قيمة ‏ عندما یکون المكعّب الصغير ممتلئا بالسائل وهناك سائل في 
المکعب الکبیر؟ احسب ()۲ بصفته مجموع حجمین بسیطین. و استنتج عبارة (۲7)2 في 
هذه الحالة. 

- اکتب النتيجة بالشکل التالي : 

في حالة 0,60 ع 7 يساوي (۲/)2 كذاء 
في حالة |60,140] ع 2 يساوي (۷7)2 کذا. 
أو املأ الفراغ في الكتابة التالية : 
ZE ]0,60[‏ : .. = 2 
| 60,140 | ع : ... = V(r)‏ 


8 رسم الخط البیایی للتابع ۲7 
يقودنا تعريف 7 إلى تمييز حالتين» ومن ثمّ رسم الجزء الموافق للشرط: :ه تنتمي إلى المجال 
[0,60] وله ورسم الجزء الموافق للشرط: 7 تنتمي إلى المجال [60,140] ثانياً. ارسم الخط 
البيانی للتابع ۲7 آخذا بعين الاعتبار الواحدات المبيّنة في نص التمرين. 


- 








© الصدعنأكرتبمتلناع 
لنتأمّل التابم ‏ المعرّف على 1 بالعلاقة 5 + نم4 + 2م = (مما)مر. 
© أثبت آن ()/ يكب أيضا بالشكل *(2 - ) - 9 = (۵)/. 
© حل المعادلة 9 = ()/ . 
© أثبت أنّ 9 هي أكبر قيمة للتابع / على . 
۶ غر اخل 
4 يجب أن نبرهن أن ”(2 - م) - 9 = 5 + 42 + 2 . الطريقة هي أن نبداً من أحد طرفي 
المساواة ونجري عليه تحویلات انصل إلى الطرف الكخن. وهنا رع الل : من آي 
الطرفین نبدأ ؟ إذا بدآنا من الطرف الایسر وجب أن نجد طريقة لاظهار مربّع کامل فیه. أمّا إذا 
انطلقنا من الطرف الایمن فيكفي أن ننشره. فأي الطرفین تختار لتبدأ به؟ 
# لديك صیغتان للمقدار ()/ . اختر المُناسبة منهما لحل السوال الثاني. 
® يجب أن نبرهن أن ۶ يأخذ القيمة 9 وآن 9 > ()/ آیا كان العدد ۰2 اختر الصيغة 
المناسبة للمقدار ()/ و أثبت المطلوب. 


ر آنجز البرهان واكتبة بلغة سلیمة. 


6 في هذا التمرين نعطي الخط البياني للتابع ‏ » وَيُطْلَبُ في كل حالة كتابة جدول الاطراد 
الموافق. 























8 مجموعة تعريف / هي 18 = ,0. 
f)-4( = -3 ۰‏ و3 = f)1(‏ و 2 = (7)4 وإذا كان 2 < 7 كان 0 < (2)/ . 
۰ جدول اطراد التابع / هو 


a | مم‎ 0 2 +00 
al Zava 


© الخط البياني © يمت تابعاً ۶ معرفاً على ٭» ونعطي آن | 
0 = (3.6). ۱ 
© اکتب جدول اطراد م . 
© حل بيانياً كلا من المتراجحتین0 < (۶)0 و0 > (۶)0 
واستنتج إشارة () تبعاً لقيم :. 
9 حل يان لمثر احجة 2 < رازه 






























































0 افرس. ار التابع 7۶-3 جم :7 على المجال | +o‏ ,0 | = [. 






0( ادرس اطر اد التابع 3- 2ج جاه :ثم على المجال | 0 |٥,‏ = [. 


69 لیکن ر التابع المعرّف على 1 بالعلاقة 
© اکتب (۶)7 بدون استعمال القيمة المطلقة. 
© استنتج أنّ م متتاقص تماما على [0,3ه-[» وأنه متزاید تماما على امه+ ,3]. 
© أثبت أنه إذا كان 2-3 کان 1 < (2) ۰ 





.f)e( = > + |20 - 6 


© أثبت كذلك أنه إذا كان 3 < + كان 1 < (7)2. 
9 حل المعادلة 1 = (2)/ ۰ واستنتج أصغر قيمة للتابع ‏ على ۸ . 
© لماذا لا تقبل المعادلة 0 = (۶)2 حلولا؟ 


@ كد 7 التابم المعرف على المجال ]00+ ,3[ بالعلاقة س + 8 - ۾ = (۵)/. آثبت أن 








- 
































المعادلات والمتراججات 
من الدرجة الثانية 











0 حل معادلة من الدمرجةالثانية 
56 حليل لاني احد ود من الدمرجة الثانية وإشاممرته 
© العلاقة بن أمثال وجذوس ثلاثي حدود من الدمرجةالثانية 


56 نطبیقات ونشاطات 








هناك العشرات من الرقم الفخارية التي تشر 
إلى أن البابليين کانوا» قبل المیلاد بألفي سنةه 
على دراية بدستور حل المعادلة من الدرجة 
الثانية» هذا ما يؤكده نص بابلي مکتوب باللغة 
ا 1 يا مة إذ نم نجد فیه المسألة ۳ 0 
فوجدت (0:35)273: فما ۲ س مس 
كلّ منها إلى معادلة من الدرجة الثانية 
ويصف بعدها خطوات الحل. 
تا محمّد بن موسى الخوارزمي 0 ااا 
9 = 10+ 2ج كما ۳ : نبداً بمربع را ضلعه ‏ (ومساحته 52) 


ومستطيلين طول كل منهما نه وعرضه 0 














مساحة کل من هذين المستطبلین ده 
ومساحة كامل الشكل تساوي + 2 بش . ومن 








الضروري لإتمام الشكل ليصبح مربّعا أن 5 
۳ فتكون مساحة المربّع المتمّم 





2 2 2 
نضیف مربعا جدیدا مساحته ۱ 


+]ء ومن ثم 


2 2 
_ ۳ ی 10و مر 1018 


10 
2 





إذن يساوي طول ضلع المربع 8 - لو + وقيمة 3 المجهول T=‏ 





6 حل معادلة من الدمجة الثانية 


7 تعر 


نسمي ثلاثي حدود من الدرجه الثانية كل تابع / يُكتب بالصيغة 





6 + و« دك <a‏ زرو نا ب ۲ : 1 
حيث م و 5 وم ثلاثة أعداد حقيقيّة معطاة و0 ع 0. 
ونسمّي أي معادلة يمكن أن تكتب بالشكل 0 = ()م/ء حيث / ثلاثي حدود من الدرجة الثانية. 
معادلة من الدرجة الثانية مجهولها 2 . 
ما حل المعادلة 0 = (2)/ فهو تعيين جميع الأعداد + التي تحقق المساواة 0 = ()/ في حال 
وجودها. عد بيت قل دين هذه الأعداد حلا أو جذرا للمعادلة. 


ل الصيغة القانونية لثلاثي حدود من الدرجة الثانية 


لنتأمّل ثلاثي حدود من الدرجة الثانية : 6 + 0 + كرون ك( + 2 . 


لمّا كان 0 ع م» استنتجنا أن 





> + مط + شم = (مار؛ ولكن 
0 0 


























م 1م ر 
ست ب اس | 22 | = 2 ل 1 
410 20 0 
0 ۱ 
وذلك لان 2- ل “4 ا2 ال ا 
0 0 
۵ 2م 1م م ثم ۲ ۱ 
نت را دو||م -|2 + د و||ه ك (۲2 
Aa a 20 4a ۰ ۶‏ 20 
dQ‏ = کر : 0 6 = 2م 1 0 
E ag Eg‏ 
40 20 101 20 





تسمّی الصيغة الأخيرة لثلاثي الحدود (2)/ +- « صيغته القانونيّة. 





69 





اكتب ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية 1 ل + 255 = (۳)2 ما »> بصیغته القانونيّة واستفد 


من تلك الصيغة لتثبت أن العدد “ هو أصغر قيم التابع . 








+ + ]2 - رمام 
2 2 
2 4 4 4 
مسجب مسحب تک نک تا 
2 
۳ 3+ : 
16 4 


وهنا نتذكر أن مربَّعَ عدد حقيقي موجب دوماء ولا يساوي الصفر إلا إذا انعدم هذا العدد. إذن 


مهما كان العدد الحقيقي » كان 0 < 1 + )2» ومن تم 


1 7 
ام 9 رو ار 





أي إن القيمة > هي أصغر قيم التابع .P‏ 


ی ۵ 


قط روہ 





8 اكتف بالضستة او ت ادن الدريحة ا 


4r +1 ©‏ - 2 © »6 + كنس 
© 1+ - نجس © 4 دجس + 3۶ - 
© 27-1 د كن © 6 - ست + g2‏ 


۵ عيّن آصغر قیم التابع 8 + م4 + ۶ جب و . 


0 عيّن أكبر قیم التابع 1 + 22 + تروت جم رو . 


6 








شلك حل المعادلة من الدرجة الثانية 


تسرد 
نتأمل ثلاثي حدود من الدرجه الثانية م + نمم + يه اي (0 عد 06). لقد رأينا آن الصيغة 
القانونية لثلاثي الحدود هذا هي : 


ا ا 7 
ن ای | إن كت رهد EU‏ 0 


20 40 





یسمی العدد 406 - گر مميز المعادلة من الدرجة الثانية 0 = bz + c‏ + 07۶ أو مميّز ثلاثي الحدود 


م + 2ط + 2*۶ . ونرمز إليه بالرمز ۸ ( يقرأ « دلتا»). عندئذ یکون لدینا 


E 
ا عد‎ e 
20 






az + bz + حدم‎ 0 











" فى حالة 0 > ۰۸ يعون ك سالباً تماماء وأيَاً كانت قيمة کار ضا من اس عر E‏ 
1 40 
فلا تقبل المعادلة 0 = ء + :هم + ىه في هذه الحالة حلولا. 
2 


و + إه = ٥‏ + ما + شمه ون () عد ca‏ استنتجنا آن للمعادلة 
0 





2 2 0 
az + bx + c = 0‏ جذرا وحيداء هو 7د 
0 


9 وأخيراء في حالة 0 < ۰۸ یکون ۴( = ۸ ومن نم 








20 20 
N۸ 0‏ 5م 
بح كاد قن || جح كص ماه .|00 ص 
20 20 20 
فإذا عرفنا : 
لد و NA‏ 
= إ1 و حطلل = ولد 
20 20 
وجدنا 


az + bz + c = az — 2(3 (ونه ح‎ 


و لان 0 ۰۸ استنتجنا أن للمعادلة 0 حدم + az + bz‏ جذرین مختلفین هما 7 ق وتا ۰ 





- 








بذلك نكون قد أثيتنا الخاصّة التالية : 


لتكن المعادلة 0 = ه + ±ط + ”عه (0 عد ه)» وليكن مميزها 466 - 0 = ل . 
2 في حالة 0 > ۰۸ ليس للمعادلة جذور. 
* فى حالة 0 = ۸ ۰ للمعادلة جذر" وحيد 0 ( يُسمّى جذراً مضاعفاً ). 
۱ 
* في حالة 0 < ۸ . للمعادلة جذران مختلفان هما 
دا - ف بر هدفه 


, 20 2 1 20 


2 
9 مَك 


على ماذا تحصل إذا طبّقت العلاقتين اللتين تحسبان , و ره في حالة 0 = ۸ ؟ أترى لماذا يُسمّى 


العدة. ب جذر | مصاع في حالة 0 - ۲۸ 


20 


حل كلا من المعادلات الآتية 





© 0 = 4 1 3 نجس 





© ها 4 م و وراد ووو 414-۳ - (3-) = ۰.۸ ولمّا كان 0 ۸ اسنتتجنا آنه 
ليس لهذه المعادلة حلول. 


69 هنا ا ل o‏ رةس حب وا ان 0 ح ۸ استنتجنا 
48 2 48 2 
12 20 


© هنا 4-ح-عم,1- = ور3 = ۰.0 و 49 = (4-)<ا3 4 1(5-) = ۸. ولما كان 0 < ۸ 
استنتجنا آن لهذه المعادلة جذرين مختلفين» هما : 
ا a‏ 4 1+7 هلبم 


1{ سس سس 2 بر جمد ے LL‏ 
0 20 5 7 و رو 20 2 


- 








a ۳‏ عن حل معا الت ين JAIN‏ ييل 
المتال تکتب المعادلة 0 - 5 - 42 بالشکل 0 - (۰۷5- ۰52+ ۰22 اذن مجموعة 

دید | 
2 


حلولها هي ا 


ص 


وكذلك تكتب المعادلة 0 = :3 + 77۶ بالشكل 0 = (3 + ۰2077 إذن مجموعة حلولها هي 


|2| -ى. 

7 
ام 
9 نف 


تأمّل المعادلة 0 دم ب يوم + 2ی (0 عد ه)ء افتر ض ان للعددین 0 و 6 إشارتين مختلفتين» ما هي 
إشارة المميّز ۸ في هذه الحالة ؟ وما هي الخاصتة التي تستنتجها بشأن جذور المعادلة ؟ 


۷ هه ی ۵ 
کچ تدرب 


© حل المعادلات الآتية دون استعمال الممیز : 
© 0 = م5 - 72۶ © 0 = 9- 22 
(3z -1 = 0 © 7* + 4 - 0 ©‏ -1 


5 


© حل المعادلات الآتية : 
© 0 - 7-6 ب xz‏ © 0 = 29-1 ل تن 
3z” -127 +12 = 0 © u” + 5-6 < 0 ©‏ 
© 0 = 7-20 + 7۶ - © 0 = 0.1 + 1.12 ل 7۶ 
 )0 + N3): +143 = 0 6© 2 - 320: +4 = 0 ©‏ تن 
© حل أيضاً المعادلات الآتية : 
© 0 - 472-12 3 © 0= 2ل + 2۳-3 
© 0 - ۶-2 - 27 ۵ 4-0 ب 1۳ - و2) 
© 0 = م12 + 8 - 7 9 0 - 8-۳ نا 
© عین قيمة الوسیط الحقيقي 7 التي يكون عندها للمعادلة : 0= 7-1 + 47 - 5 جذر 





- 








6 تحَليل ثلاث ا حدود من الدمرجة الثانية وإشامرته 


5 تعلیل ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية 


ليكن ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية ء + :02 + ”عه = (2)] جاج (0 عد ۰0 ولنفترض أن ممیزه 
ء4 - 02 = ۸ موجبٌ تماما. لقد وجدناء عند (ثبات المبر هنة السابقة» أنه في هذه الحالة» یکتب 
ثلاثي الحدود بالصّيغة : 

f(z) = ۵) ح‎ ۱()2 — a) 
حيث ,هم و ره هما جذرا المعادلة 0 = (7)2. وهذا ما يسمح لنا بتحليل ثلاثي الحدود 7 إلى جداء‎ 


0 


عوامل من الدرجة الأولى. 

أمّا في حالة 0 = ۸ فيمكن تحليل م إلى جداء عوامل من الدرجة الأولى كما يلي : 
2 7 
f(z) = aja + —‏ 
20 

وأخيراء في حالة 0 > ۸ لا يمكن تحليل / إلى جداء عوامل من الدرجة الأولى. 







حلل كثير الحدود 2 + م5 - 2 = ()۳ ثم عيّن إشارته تبعا لقيم المتغيّر :ه. 
الح 
هنا لدينا 2 = م,5- = 2,0 = ى إذن 9 = 2 ×2× 4 - 5(5-) = ٠۸‏ فللمعادلة جذران هما 


_ BNA 543 A E 1 


ست: لالد س شيش اح ۳ 2 3 
2 4 20 1 3 4 2 2 


ویتحلل ۶ كما يلي : (9-م)| 2 - م |2 = رمام . 


ولتعيين إشارة ۶ ننشئ جدول الإشارات كما يأتي : 





إذن (2)2 سالب تماماً على المجال ]1,2[ وموجب تماماً على كل من المجالين ]0,3[ و +٥٥]‏ 2[. 





- 





سس 
د إشارة تلافی الحدود هن الدروجة الثانية 
في الحقيقة يمكن تعميم المثال السابق كما يأتي : 


۳ ۵ م 
ف4 4۵ 





لنتأمل ثلائي الحدود من الدرجة الثانية : » + نا + مه = ()ثر + (0 عد ه)» ولیکن ۵ مميّزه. 
* في حالة 0 > ۰۸ تکون للمقدار ()/ إشارة نفسها یا کان 7 من 1 . 
0 


* في حالة 0 = ۰۸ تكون للمقدار ()/ إشارة »© نفسها (( عندما سر - ۾ لذ يكون عندكذ 
: , 
0 = (2)/). 

* في حالة 0 < ۰۵۸ تكون للمقدار ()/ إشارةٌ © إذا لم تقع » بين جذري /ء وإذا وقعت , 


بين الجذرین» خالفت اشارة (1)2 (شارة 0. 


۳ لنکتب / بالصيغة القانونيّة : 


دم 


2) 40 


ه = (م)ر . 








* في حالة 0 > ۰۸ يكون لما بين القوسين :| | إشارة موجبة تماما. إذن للمقدار (»)/ إشارة ۾ 
تسیا با كان دمن 1۳ 

* في حالة 0 = ۰۸ یکون للمقدار (») إشارة م نفسها أيا كان سر عد بو 

* في حالة 0 < ۰۵ یکون (ره - )۰-۵ = ()/ فهو جداء ثلائة عوامل أحدها ثابت 
6 وگل واحد من العاملین الآخرین فا حدٌ من الدرجة الأرلى + فمن السهل دراسة اشارتهما 
تبعا لقيم . فإذا رمزنا بالرمز ,هم إلى أصغر جذري (۰7)2 وبالرمز (4)«عء إلى إشارة ۾ 
حصلنا علی الجدول الاتي : 








يُلخص الجدول الآتي المبرهنة السابقة 


وه حال تاه “لوك مان 





جک من مت جح : 
© 0 > 1-2 م20 + 2 
© 0 < 3 1 9 + ۶ - 


© نحسب ممیز ثلاثي الحدود 2 + 2# + 2 فنجد 4- = ٠4‏ أي 0 > ۰۸ إذن ليس لكثير الحدود 
جذور. ولمّا كان 1 - »۰ أي 0 < ۰ استنتجنا أنّ 0 < 2 + 2 + 2 أيا كان العدد الحقيقي ‏ . 
© هنا ممیز ثلاث الحدود 3 + 227 + 5- يساوي 16 = ۸ فللمعادلة 0 = 3 + 22 + *- جذران 
1 - = ,نه و 3 = ره. ولمّا كان 1- = ۰ أي 0 > ۰6 استنتجنا أن مجموعة حلول المتر اجحة هي 
المجال 3 ]۰ 


هق -ه کک ۵ 
هذ تدرب 


© حلل كلا من ثلاثيات الحدود الآتية إلى جداء ضرب عوامل من الدرجة الأولى: 
f =a - 72۶ +10 0‏ © 2 + و5 - 227 كت f)‏ 





© 4 + 4 + 3- = (1۲)2 © 1+ هد - >= = (ه)۶ 


© فیما يأتي» ادرس تبعا لقيم 7 شارة ثلاثي الحدود المُعطى: 
f(a) = a + -2 0‏ © 2-3 + ے- = (۲2 
ug 1 67 - 5 ۵ f(z) = a” - 47 + 4 ©‏ 
© حل كلا من المتر اجحات الآتية: 
© 0 > 2+ 3- ۶ © 20>0 سج ب 2 
© 0 > (2 - 1/27 © 0 < 4 + *7 
© 0 < 2-9 © 0 > 72 + 247 - 2 





- 





© العلاقة ين أمثال وجذ وس دالانى حد ود من الدمرحة الثانية 
ليكن ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية > + »9 + مه = (م)/ جاه (0 ع )۰ ولنفترض أن 
مميزه 466 - 22 = ۸ موجبٌ تماما. عندئذ يُحقق ± و وه جذرا المعادلة 0 = ()م/ الخاصتين 


بد 


الاتيتين: 


C 
0 0 





بز في الحقيقة لقد رأينا أنه في هذه الحالة نتحقق المساو اة (ينه - ه)(۵ - م)ه = ()/ آیا 
كانت قيمة . وبالنشر نستنتج أن 

و022 + 2( وه + بنه)ه - az + bz + c = az”‏ 
ولا هذه المساواة صحيحة أي كانت قيمة ۰2 كانت صحيحة في الحالة الخاصة 0 = 2 وهذا يعني 
ن رت ته = هم أو = ره . إذن یا كانت قيمة 7 : 
«(ود + هه - az + bz = az”‏ 


CN I cS I فنا تا‎ 
0 


5 2 
۵ 2 5-0 9 


eA‏ المعادلة 0 حدم ل من ل من (0 عد ه)ء و افترضص 2 مميزها 46 - ۶ = A‏ موجب تماما. 
لقد وجدت سابقاً صيغة كل من جذريها ره وينه. احسب باستعمال هذه الصيغ المقدارين رت + , 
و ون نك واستنتج برهانا آخر للمبرهنة السايقة. 


5 
© مَك 


فى حالة 0 - ۰۸ تعطی العلاقات گر = ره = ه. وهذا ما یجعلنا نقول ان للمعادلة جذرین 
۱ 7 


متساویین» أو ان لها جذرا مضاعفا. هل تبقی صيغة مجموع الجذرین وصيغة جداء ضربهما المبینتان 


سابقا صحیحتین عند تساوي الجذرین ؟ 





- 








نتأمّل المعادلة من الدرجة الثانية : 
0 = وله 9 - نون 

نلاحظ أنّ 1 -م و 2ہ د ء أي ان إشارتي العددين » وء مختلفتان» فلهذه المعادلة جذران 
مختلفان ,2 و رنه . كيف نحسب المقدار ده + 2ه = 4 دون حساب الجذرين ؟ 
في الحقيقة لمّا كان كل من ,» و ره حلا للمعادلة المُعطاة كان 

ولد و2 = 2 

9 + ,2 = دنه 

2 + (رت + )2 = 7ے + 2ے = A‏ 


ولكن نعلم أن ل 2 +4 = 22+ 2×2 - 4. 
0 


هلى سس عم ه 
© تدرب 


© توثق أن 2 هو حل للمعادلة 0 = 6 + 5 - 22. ما مجموع جذري هذه المعادلة ؟ وما جداء 





9 توتق ان 1- هو حل للمعادلة 0 = 2 + 32 + #5. ما مجموع جذري هذه المعادلة؟ وما جداء 
ضربهما؟ استنتج الحل الاخر . 
© لتکن (7) المعادلة 0 = ص - 7 + 222 . 
© كيف نختار العدد الحقيقي ۰ كي یکون العدد 1- = 4 جذرا للمعادلة ()؟ 
© استنتج الجذر الاخر . 
4 في حالة کل من المعادلات ات رسد TAT‏ هد و استنتج الجذر الاخر دون حساب 
المميز: 
© 0ح 6 دهن اتن © 5-0 +4 2 + 3- 
© 0 = 10 - 37+ *7 9 0 - 4 + نوق + ثبو 
© 2-4-0 72 © 0 = 15- و5 لد 292 
© جد العددین الحقیقیین 7 و 7 لتکون المعادلتان الانیتان متکافئتین. 


0 = 0-0 ل ووو - 2 و 0= 411-0 (6 + ) - 3z”‏ 





6 








نطبيق : ألار وه 


يمتلك رجل قطعة أرض بشكل مثلث ۸80 قائم في ۰0 وطولا ضلعيه القائمتين [40] 
و[90] يساويان 8022 و4052 بالترتيب. أوصى الرجل أن يتقاسم آولاده الثلاثة عادل وعدنان 
وعمار هذه الأرض على الوجه الى : 

يأخذ عادلء الابن البکر ء جزءا من قطعة الأرض بشکل مستطيل أحد رؤوسه ۰0 ويقع 

رأسه المقابل على الوتر [48] وتكون مساحته أكبر ما يمكن. ثم يختار عدنان إحدى 
القطعتين المثلثتيّ الشكل الباقيتين» ويأخذ عمار" القطعة الأخيرة. 
طلب من عادل تنفيذ عملية توزيع الحصص. فكيف نساعده على تحقيق ذلك ؟ 














الحل 


بداية نلاحظ أن اقتطاع عادل لقطعة أرضه المستطيلة يمكن أن يجري بطرائق عدّة» كما یوضنح 
الشکل » فكيف يختار عادل أكبر هذه القطع مساحة ؟ 





يتعيّن المستطيل المنشود بمعرفة طول أحد ضلعیه» ولكن قبل 
توضيح ذلك لنثبت بعض الرموز الإضافية» سنسمي "01221 
المستطيل الذي يرمز إلى أرض عادل» وسنرمز بالرمز ‏ إلى طول 
القطعة [0177]. 4 CD‏ 





لمّا كان المثلثان 587 و 480 متشابهین» لتساوي زوايا الأول مع الزوايا الموافقة من الثاني» 
استتتحنا أ“ 
جا ال) 





40-2 _EF j; BF _ FE 


40 8&0 7” BC CA 
. 4۴ = 2)40 - وهذا يعطي طول الضلع الثانية [۳] للمستطيل 077 بدلالة ے٠ إذ نجد (ه‎ 














وعليه إذا رمزنا بالرمز (۸)2 إلى مساحة المستطيل 07۳ بدلالة المتغيّر ‏ كان 
02 + *20- = (ه - 40 ) 2 = A(z) = 0۳۰ EF‏ 


ولک هذه معرفة قديمة بالنسبة إلينا! فالتابع ()4 ا ى هو تابعٌ حدودي من الدرجة الثانية 

وهو موضوع بحثناء فلمادا لا نستثمر هنا ما تعلمناه ؟ 
لنبدأ بكتابة 4 بالصيغة القانونيّة عن طريق الإتمام إلى مربع كامل كما يأتي : 

0 + [20 - 2)2- = [400 - 400 + »40 - 2)22- = )4(7 
واضح أن 0 > (20- )2 فیکون المقدار (۸)2 أكبر ما يمكن عندما 0 = (20- )2 أي 
0 = ۰7 وعندها 800 = (4)20 هي آکبر قيمة للتابع ۸ . 
ان تحص عدن خی كر اس ۳ ساسا نی 
20 ع م < CF‏ و EF = 2040 -2( = 40m‏ 

ونکون مساحة قطعة آرضه 800222 = 40 × 20» وهي نصف مساحة ۸0 . 


۳ ۱ 5 الأرض ۱۱ تبقیتان فهما "طیو قتان " و مساحة کل ۱ 
تساوي ربع مساحة ۰۸0 (علل) . 


2 
9 مغر 


الخیار الصعيب : تخیل أنك باحث عن الذهب. ترید شراء قطعة أرض یمکن أن تکون غنيّة بعروق 
الذهب» شريطة أن تکون على هيئة مستطیل محیطه معطی ولنقل م۰2 یعرض البانم عليك 
عدة قطع أرض متساوية السعر ومحیطها م2. تدرك على الفور أن من مصلحتك الاجابة عن 
السؤال الاتي: 
دن جيم قطم الأرض المعروضة ق مساحتها آکبر" ما یمکن ؟ ما آبعادها؟ 








OCIS DCO‏ ان مساحته عط باعلا 
و + و كت ربنق 
© اكتبْ (5)5, بالصيغة القانونيّة. عند أي قيمة للمتغيّر ‏ یکون (2), آکبر ما یمکن. ثم احسب 
بُعدي المستطیل الموافق. 





- 





4 دوم : معادلا ومتوا جحاءتٌ مضاعفة التربيع 


لنتأمل المسألة الآتية: أيوجد عددٌ حقيقي يكون مجموع مربعه ومقلوب مربعه مساویا 6 ؟ 
تؤول هذه المسألة إلى حل المعادلة : 6 = ل + 2 في [0)» وهي تكافئ في المجموعة 
76 
نفسها المعادلة (5) الآتية : 
(E) Oa +1 < 0‏ 
لمعادلة (5) هي معادلة من الدرجة الرابعة» تسمّى معادلة مضاعفة التربیم. إذ لا تَضْنُمٌ سوی 
الحدين 7 و 2 والحد الثابت . 


© حل العادلة (77) 


© أثبت أنه إذا كان ره حلا للمعادلة (85)ء كان 2ه = ,؛ حلا للمعادلة (/7) التالية 
(E') 1-1 7-0‏ 
© بالعكس» أثبت أنه إذا كان العدد الموجب 4 حلا للمعادلة /ه)ء كان را = بم 
و وال = رد حلين للمعادلة (5). 
© أوجد إذن حلول المعادلة (7). 


2 حل معادلات ومتراجحات مضاعفة التربيع 


كل كلا من المعادلات أو المتراجحات المضاعفة التربیع الاتية: 


© 0 = 12+ 2 - 2س ©6 0 -1+ و 4م 
© 0 = 1+ 9 + كن © 0 < 4 - 32 - 2 
© 0 > 6+ 52 - بر © 0 > 9+ 102۶ - z*‏ 














ی نجد في الشكل المجاور: قطعا مکافتا 2 معادلته في معلم 


آوجد (حداثیات نقطتی تقاطع الخطین ‏ و 8. 








س نتأمّل ثلاثي حدود من الدرجة الثانية م + 02 + عه = (م) جا 2 (0 عد 6). 
© احسب بدلالة » و وء المقادير الآتية : 
P(0) 8‏ 
dq‏ 2-1 -(00/ 


P(1) + P(-1) 2P0) 7 
2 


© المنحني المبين في الشكل المجاور هو الخط البياني لتابع ثلاثي حدود 
من الدرجة الثانية م + بوم + عه = (ي)۲ +« معرآف على 1 . 
عن © و ه وء مستفیدا من المعلومات المتاحة في التمثیل البیانی. 








6 درس اشارة کل من کثیرات الحدود الاتية تیعاً لقيم ج 


= 3 - 2 + كيو‎ 2 sg = - 6 O 
f(a) ته‎ + 2-10 ® f(a = -2 + +1 © 





اد كا من المتر اححات. اة 


77 - 5 41-7 < 0 © ۳ ب‎ 42-12 <0 © 
3701 - 7( > 0 © -2۶ +12: - 18 < 0 © 
(2z - 3)( + 5( > 0 © 29: < 7۶ - 96 © 





© رہ الأعداد الحقيقيّة 7 التي تجعل ثلاثي الحدود 7۰ - 22 + که = (ي)/ مالیا علی 1 . 





- 








4 ۲ “6 د / حك 
69 حل متراجحة مق اميف 2 ي + هه 


69 + 0 دون‎ d' 





حل اه ويه a LE‏ 


سك e‏ 
کو غر ال 
4 من المفید» قبل حل متراجحة تحدید قیم 2 التي لا تکوّن وضوحا حلولا لها. لماذا لا یمکن أن 
يكون العددان 1- = نه و 2 = 4 حلين للمتراجحة )7( ؟ 


إذن سنحل المتراجحة (7) في المجموعة [1,2- R١)‏ . 





4 لحل متراجحة من الشكل (8)5 < (۰۸)2 من المفيدء عموماء كتابتها : 0 < (2)ظ - ()۸. 
ليس من السهل معرفة إشارة فرق. لذلك نختزل الكسر بإرجاعه إلى مقام مشترك. 


آثبت أنه على 1,21-/18۱) تكافئ المتراجحة (7) المتراجحة 


6z - 82-8‏ 
87ت ني 
8 لنضغ 
35-3 - “زوب 
01/2 
(2 - 1()27 + 2) 


تعرف اشار: 02 من معرفة اشارة البسط. ولشارة المقام. ولا كان المقام مکتوبا اصلا علی 
هيئة جداء فتعرف إشارته من إشارة الحدین (1+ 2) و (2 - ). 

© ادرس إشارة بسط (0)5 و لشارة مقامه. 

© الطريقة لتحدید |شارة (0)2 نتمثل بکتابة جدول |شارات للبسط و المقام. افعل ذلك. 

© أعط مجموعة حلول المتر اجحة (7). 


4 أنجر الحل واكتبة بلغة سليمة. 











€ کاب المعادلة الموافتة لمسألة 


نتبّت خیطا طوله ««89 من طرفيه إلى مسمارين ۸ و8 المسافة 
بينهما ملك 65 . 

يطلب تبيان إذا كان بالإمكان ش الخيط بطريقة تجعل المثلّث ۸08 
قائما في 0. ل أعد السؤال في الحالة التي يكون فيها طول الخيط مساويا سب 91. 


4 بالنظر إلى الشكل نرى أن السؤال المطروح يؤول إلى معرفة إذا كان بالإمكان إنشاء مثلث قائم 
الزاوية يُحقق الشروط المطلوبة. نعرف من المثلث المطلوب طول الضلع ۰۸ ونجهل طولي 
الضلعين ۸6 و 08. ولكنّ المثلث ۸0 قائم» إذن هناك في الحقيقة مجهول و احذ. 








لنرمز بالرمز 7 إلى '40/,. عبر عن 200 بدلالة 7 . 
# بقي أن نعبّرء بمعادلة» عن کون المثلث 402 قائما في ۰0 وتبيان إذا كان لهذه المعادلة 
حلول. 
۵ اکتب هذه المعادلة ثم حلها. 
© آیکون الحلان اللذان وجدتهما مقبولین ؟ 
© آعد الخطوات السابقة عندما يساوي طول الخیط ص٥91.‏ 


ر أنجز الحل واكتبة بلغة سلیمة. 





© يكن « عددا حفیقیّ وليكن ‏ التابع من الدرجة الثانية المعرّف وفق 
)m +1 + 4‏ - 7 = (1)2. 
0 ما قیم ۰ التي یکون للمعادلة 0 - (2) عند کل منها جذر" وحیه ؟ احسب ضكر هذا 
الجذر . 
© ما قیم 7 التي لا یکون للمعادلة 0 = (5)/ عند أي منها أي حل. 
6399 خل كلاً من المعادلات الاتیة: 

















zz +1) + 7۶ 1-0 ©‏ © 12 و رود وح دروو 
ڪڪ 2 
A 0 9‏ © 1 و 1 22 2 
EA‏ 
11 2+1 3 اس ا 
z+2 22-5 4 E2 1-2 5‏ 





- 





© حل كلا من المتراجحات الآتية: 


8 ل 51 + 212 
و بت تحت ڪڪ 








(2z —-1) > ) +1۳۴ © 0 O 
22 واس ب‎ 
وج كله‎ 42 (zr + 3)(z - 1( > 227 + 6 © 
راد تج‎ 
: د كلا من المعادلات الآتية‎ € 
2* - 7۶ +1= 0 © 4۶ - 5z” +1= 0 © 
تييع كبن ® 0 = 2 - وو تمه‎ -9 - 0 © 
21 
,رو © 0 = 4+ و5 ب كن‎ +122 -16 =0 © 


689 حل كلا من المعادلات الآتية: 
NAT O‏ @ .۱ حك وروت لدب زو ايه 
Na? -12 = 2-6 ©‏ © 7-3 - 2-6 


لا لاحظ أن الشرط 8ع وله بکافیء تحقق الشرطين : (0  <‏ و (02 = ») في آن معا. 


0( کل كلا من المعادلتين الآتيتين: 
N2 + 27 - 8 ©‏ = 12 ل Nz‏ © 8 - و + N7‏ = 3 ب N1‏ 


۶ لاحظ أن لشرط / = م4 يكافئ تَحققَ الشرطين : (0 < 6) و( - ») في آن معا. 


0 آیو جد ال ار طبيعيان متتاليان جداء ضر بهما يساوي 4070 ؟ 


59 في كل من الحالات الآتية» أيوجد عددان حقيقيان ‏ ون يحققان 8 = ر +" و ظ ‏ ۲ 
احسب هذين العددين في حال وجودهما. 








€ نتاتل نصف دائرة قطرها 5 - 48 و ۷ نقطةّ من القطعة [49]. 
نرسم نصفي داثرة قطراهما [/۸4] و [/1] كما في الشکل المجاور. 
ونضع ± = ۸ . 
© احسب بدلالة » مساحة السطح المحدّد بالدوائر الثلاث 5.. 
© أثْمّة تعيينٌ للنقطة 1 بحيث تكون النسبة بين £ ومساحة نصف الدائرة التي قطرها [۸ 





8 O 
95 ر‎ 25 





699 أرجذ جميع ثلاثيات الأعداد الطبيعية المتتالية التي يساوي مجموعها جداء ضربها. 








لتوابع المألوفة 








6 ام المقلوب 
© المستقيم الحقيقي والدائرةالثك 


0 السب المثلثية لعدد حميعي 





تعود فكرة قياس الزوايا بالدرجات إلى البابليين» فهم مَن قم 
الدائرة إلى ۰3600 وربّما يعود ذلك إلى العلاقة الوثيقة التي تربط قياس 
الزوايا بعلم الفلك وإلى کون علد لا السنة قریب من 360 یوما. 

معظم ما نعرقه ا التي تطورت في ۲۰ ۳ 
لنهرین» من قبل السومريين بداية 4 من قبل الأكاديّين وغیرهم من 
شعوب المنطقة. حدیث نسبیا. شن هذا الموضوع باسم الریاضیّات 
البابلية: وكأنه عصارة العمل الفكري لشعب واحد بعینه. لقد بقي العدید 

من الرقم a‏ المكتوبة باللغة المسماربة مش المحتوی ال آن 
تمکن لعالم «أوتو نیوغباور» من فك شیفرتها في الثلاثينيّات من الفرن 
لماضي. لقد وجد أن هذه الرقم تحتوي على نصوص وعلی جداول 
رياضيّاتيّة» وهذا ما آلقی ضوءا جدیدا على مُساهمة البابليّين في تطوير 
الر یاضیّات القديمة. 

حوالي لشي الرقم المكتشفة إلى الفترة ما بين 1800 و 1600 

قبل الميلاد. و استنادا إلى هذا المصدر الغني من المواد» نعلم أن بامکان 
البابليّين الآن ادعاء السبق يشان سر هه ها 00 
من الرقم على جداول تحوي مربّعات الأعداد من 1 وحتى ۰50 آلیس 
هذا أول ظهور للتابع التربیعي ! وهناك جداول تحوي مكعبات الأعدادء 
وجذورا تربيعيّة وجذورا تكعيبية. وكذلك عثر على جداول تحوي 
الأعداد ونواتج قسمة 60 عليهاء وهذا أوّل ظهور لتابع المقلوب!. 





التوابع المالوفة 


6 التوادم ا محد وددة من الدمرجة الثانية 





لكل عدد حقيفية مرتمء قالتابع 2د +2 :۶ الذي يقرن بكل عدد حقیقی مربته معرف على كامل ۴ . 
ولقد رأينا عند دراسة الاطراد في الفصل الثاني ما يلي : 

« ان التابع 2« + 7 : ر متناقص تماما على المجال [0,0-[. 

* ان التابع 2ه +7 : م متزايدٌُ تماما على المجال ]مع-+,0]. 





تابع التربيع متزايدٌ اما على المجال +٥0]‏ ,0 تابع التربيع متناقض اما على امجال [ 0 ,060 | 


ومنه نستنتج جدول اطراد التابع 2ه +« ت : 7 حيث نلاحظ أنّ 0 = (0)/ هي أصغر قيم هذا التابع. 


2۳۳3 < 0 7T 


نسمّي الخط البياني: 7 الممثل للتابع / قطعاً مكافئاً كما نسمّي النقطة 0 ذروة القطع. 


8 مَعْلم متجانس يكون محور التراتيب محور تناظر للقطع المكافئ 272 
ذلك لأنه أيّا كان العدد الحقيقي م۰ انتمت النقطتان (2نه,نه)1/ 
و(2,-41» المتناظرتان بالنسبة إلى محور التراتيب» إلى القطع 
لمکافی: 7. 








- 








< التابع من الدرجة الثانية 


ليكن ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية : + »0 + “نمه = (نه)/ ,18 + 8 : f‏ حيث ه و ه وء ثلاثة 
أعداد حقيقية معطاة و 0 < م. لقد وجدنا فى در استنا السابقة آن / يُكتب بالصيغة القانونيّة : 

6ح 2 1 
40 


تعسم ارف التالية خواصٌ اطراد القائع التربیعی" علی التوابع من الدرجة القانية : 





0 
م ۱ 





ليكن ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية : » + ندة + هه = (م)ر ,1 ¬ 18 : | (0 عد »). 
© في حالة 0 < ي 
* التابع / متناقص تماما على المجال | ,مه | . 
» التابع / متزايد تماما على المجال |0ه+ ,2- |. 


حيث (2-)/ = ” هي أصغر قيمة يأخذها التابع / . 
© في حالة 0 > ي 
» التابع 7 متزايدٌ تماما على المجال | ,مه | . 
* التابع 7 متناقص تماما على المجال ]مه +,2- |. 


ومع -_ 06خ 2 
20 


حيث (-)7 = 1 هي أكبر قيمة يأخذها التابع / . 


7۳7 








۳ لنثبت على سبیل المثال حالة 0 < م۰ تارکین الحالة الثانية تدریبا للطالب. 
» ليكن » وه عددین من المجال [-,مه-[ يُحققان » > » عندئذ لمقارنة (0)/ و (0)/ 
نحسب» كما تعودنا» الفرق بين هذين المقدارین : 
(au + bu + ce)‏ - زء + f(u) - f(u) = (aw + bu‏ 
(ه - )0 + رثن - که 


+0 +« |( مه - 


- 








ولکن المقدارين » و( -0) موجبان. إذن إشارة (/)/ - (0)/ هي نفسها إشارة (2 + ٠ه‏ + ») وهنا 
نتذكر أنّ » وه ينتميان إلى [2-,مه-[ء أي طر- > ٠‏ و غر- > » إذن 
0 0 0 
شح | لدب | سل ] شد ] > + u‏ 
a‏ 20 20 
متناقص تماما على المجال | -,هه-] في هذه الحالة. 
» لیکن ,+ وه عددین من المجال | + ,2 - | يُحققان ه > » وجدنا آن : 


1 
عاد ل و 
0 





(u) - f(u) = نواه‎ — u) 
ولكن المقدارين » و (» -0) موجبان. إذن إشارة (0)/ - (0)/ هي نفسها إشارة (2 + ه + ») ولان‎ 
وه > 2- إذن‎ -2 > u وه ينتميان إلى |مه+ ,2 - اء استنتجنا أن‎ u 

|-2[ 

جاح كه el‏ ار اس رامد 1 

0 20 20 
أو 0 < + ب + ». فنستنتج أن 0 < () - (0)/ أو (0)/ < (ه). وهکذا نکون قد أتبتنا آن / 
متزايد تماما على المجال |مه- ,2 - | في هذه الحالة. 


497 الخلاصة 

ليكن ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية : » + :دم + “نمه = (م)ثر R,‏ + 12 ۰ (0 عد ه). 
* نسمّي الخط البياني للتابع ۶ قطعاً مُكافتاً ونرمز إليه بالرمز 7. 
* کے حالهة 0 < »۰ تكون فتحة القطع من الاعلی» ويبلغ / أصغر قيمه عند غ = به. 
* في حالة 0 > ». تكون فتحة القطع من الاسفل» ویبلغ 7 آکبر قیمه عند ح و . 

سا سس ب تب . ی 

* في كاز الحالتین تکون *- < هم هي فاصلة دروة القطع 7 
* ویکون المستقیم المار بالذروة موازیا لمحور التراتیب» محور تناظر للقطع ۲ . 


© مغر 














نتأمّل التابع المعرف على 12 بالصيغة 3 + 42 - 22- = (م)م. 
© اكتب جدول اطراد / » وبيّن ما إذا كان يبلغ أكبر قيمه وعيّنها إن وجدت. 
© عيّن محور تناظر القطع المکافی 7 الذي يمثل ۶ وارسمه. 
© بين أنّ للمعادلة 0 = (:)/ حلين» واحصر كلا منهما بعددين صحيحين متتاليين. 
© احسب (4)/ و(3)/ . ماذا تستنتج بشأن جذور المعادلة 0 = ()/ . 





© نلاحظ أن 3+ 4# 2( هو بالصيغة + 2( + ده = (م)م حيث 92 = ي 
و4- = 0 و3 = . ونلاحظ آن مُعامل الحدّ الذي يحوي 2 هو 2- = ». ول 0 > ۰ استنتجنا 
أنّ فتحة القطع المکافین < الذي يمثل ۶ من الأسفل. 

p= PES O DEI OS 


إذن فاصلة ٠5‏ ذروة القطع المکافےۓ 7 هي قيمة 2 التي تعدم المقد ار + )۰ فهي أت حك ر 
وترتيبها 5 = 5 + 0 = (1-)/ = . إذن ذروة القطع 2 هي (1,5-)5. 


مل 1- 0 — 1 
× 5 ۶ 


ون / يبلغ آکبر قیمه وهي 5 عند 1- = 7 . 


© محور التناظر ۸ مر بالذروة ومعادلته 1- = . 

لرسم ۰ نعيّن على الشکل النقطة 5 ومحور التناظر ۸. ثم نعيّن بعض 
النقاط المساعدة مثل (۸)0,3 و(3-,8)1» ونعین نظاترها 0 و( بالترتیب» 
بالنسبة إلى محور التناظر ۸. كد نصل بینها محترمین الهيتة العامَة للقطع 
المُكافئ. 





© لما كان مميز المعادلة 0 = (8)/ هو 0 < 40 = م44 - 55 = ۰۸ فللمعادلة جذران. لنرمز إلى 
أصغرهما بالرمز ,» وإلى أكبرهما بالرمز ره . قيم التابع 7 موجبة (عكس إشارة ») بين الجذرين 
وسالبة خارجهما. ولما كان 0 < 3 = (2-)/ = (0)/ استنتجنا أن ونه > 0 و 2- > 2 . 

وكذلك لدينا 0 > 3- = ()/ = (3-) إذن 1 أكبر من أكبر الجذرين أي ره و3- أصغر من 


هوه © 
۰ 


آصغر هما أي 7 ۰ نستنتج أن | 3-2 =| 6 ,2 و 10,11 € وله ٠‏ 





- 





ول بر _ 4-2۷10 _ حادق _ 
ET 2‏ 0 
—b+NA _ 4+2 10 - 1-0‏ 
2 4 20 
و التحقق من النتيحة السابقة بملاحظة أ 4 > ۰/10 2 2. 


© نجد بالصاب مباشرة أن 0 < 4 = (4)/ وه > - = (3)/ إذن ]3[ > هه وباستعمال 
تناظر القطع المکافی نستنتج آیضا أن |ق-,2-[> ,:ه. 
هن تسر 


© أكمل جدول الاطراد الآتي للتابع التربيعي ۶« + : :۶ تم املا الفراغ في المتراجحات التالية : 








0 إذا كان 7- > 2 كان o‏ 
© إذا كان 5-2 < 2 كان ی 
© إذا کان 5./2 > 2 > 7- کان 2 


© علل لماذا تکون المقولات الاتية خطأً : 
© إذا كان 1> z2‏ كان 1 > 22. 
© إذاكان 10/ < # كان 10> 22 . 
© بين الصواب من الخطأ فيما يأتي : 
© إذا كان 5 > 2 كان 25 > 12. 
© إذا كان 2/7 < 2 كان 28 < 22. 
© إذا كان “10 > z‏ > 10- كان 10 > 22. 
© نتأمّل فيما يلي التابع 7 المعرّف على ۸ بالصيغة المعطاة. اكتب جدول اطراد ۰ وبيّن ما 
إذا كان يبلغ أكبر قيمه أو أصغرها وعيّنها إن وُجدت. ثم عيّن محور تناظر القطع المکافی 7 
الذي يمثل [» وارسمه. 
f(z) = 327 +32 +1 © 1)2( = -22 + 4 -3 ©‏ 


۳۲)2( = 3 - ۳۶ 0 ۳۲)2( = 2-3 © 
])2( = -4” - 4 +1 © fz) = كن‎ - 42 + 6 ® 





- 











26 نام القلوب 
دح تابع المقلویء جام 


کو غبر معدوم مقلوب» أذ الصفر فلیس له مقلوب. نستنتج آأن التابع ‏ + ين : ۶ 
: 7 
معرف على اجتماع المجالين |6,0ه-] و|هه- ,0] الذي نرمز إليه بالرمز *1. 


فيو ه م 
چ ° 





يحقق تام المقلوب د + :۶ المعرف علی ۸ الخاصنین التالیئین : 
46 

۰ التابع 7 متناقص تماما على المجال 1مه--,10. 

.[-00,0] التابع 7 متناقصٌ تماما على المجال‎ ٠ 


9 یا كان العددان الحقيقيّان غير المعدومین » وه كان 
U - 1‏ 1 1 
ط - ط = (۶ - ()۶ 


U U UU 
: لنفترض أن » > » أي 0 < » ن ولنميّز حالتين‎ 
ء » وه عنصران من المجال أهه+ ,0| .عندئذ يكون 0 < »۰ وبناءً على قاعدة الإشارات نجد‎ 


U - U 





< ٩ 





> أي 0 < (6/ - (0)/ ومن تم (0)/ < (۰6۷ فالتابع ‏ متناقص تماما على 


UU 
. |0, +oo| 
وه عنصران من المجال ]0,0ه-[. عندئذ يكون 0 < 00 أيضا. وبناءً على قاعدة‎ » ٠ 


— U 





الإشارات نجد 0 < 55 , أي 0 < (0)/ - (0)/ ومن ثم (0)/ < (0)/» فالتابع / متناقص 


UU 


تماما على ]00,0-[. 





تابع القلوب متناقض اما على اجال ] 00,0 -[ تابع القلوب متتاقض تاماً على المجال ]0+ ,0 [ 











د» الى 5 1 
ومنه نستنتج جدول اطراد تابع المقلوب اا ل 


مل 0 





الخط البياني 74 الممثل للتابع ۶ قطعا زائدا. 





في مَعّلم متجانس يكون المبدأ 0 مركز تناظر للقطع الزائد /7 
ذلك لأنه مهما كان العدد الحقيقي غير المعدوم ٠»‏ كانت النقطتان 
(31)2:2 و (4-,ه-)'14 من ۰74 اللتين فاصلتاهما بالترتيب » و و 
متناظرتين بالنسبة إلى المبدأ 0. 


2 
9 مغر 


۰ عندما یکون » موجباً و«کبیرا» یکون + قریباً من الصفر وتكون النقطة (۸/)2,1 قريبة من 
4 5 
محور اه ار 


٠‏ عندما يكون ‏ موجباً وقریباً من الصفر یکون ‏ «كبيراً جداً» وتکون النقطة (۸/),1 «عانية 
17 ص 





جدا» وقريبة من محور التر اتیب. 





س اطراد التابع 7 المعرف على مجموعة الاأعداد الحقيقيّة غير المعدومة بالعلاقة 


*- - (2) وارسم خطه البياني في مَعْلَم متجانس. 





لندرس التابم ر على المجال آمم-+,0[. نعلم آل التابع ‏ + :و متناقص تماماً على المجال 
بان 


+oo|‏ ,0| ۰ وأياً كان العددان » وه الموجبان تماماً فان » > » تقتضي < ومن ثم 
U U‏ 
5- > ك (ضربنا بعدد سالب). إذن التايع ۶ متزايد تماماً على المجال ]مه+,0[. 
U‏ 


U 


ونجد بالمثل ا 1 تابع منز اید تماما آیضا 6 |0,مه-]| . 


- 











ومنه جدول الاطراد التالي للتابع / : 


لرسم الخط البياني ٨‏ للتابع ۰۶ نختار عليه بعض 
لنقاط متل [4-,2) و (2-,1) و (1-,2) و( ب4) 
ونظائرها بالنسبة إلى المبدأ ثم نرسم الخط البياني بما 


"2 
كاك‎ 1| 
IN| 





اكاك 


يتفق مع جدول الاطراد. 





© حل في مجموعة الأعداد الحقيقيّة ۰18 كلا من المتراجحات الآتية» ثم ارسم الخط البياني للتابع 


د رس موی نصا نک 

46 
1 1 1 1 1 

0 - > - <0 @ مت < © 2 > = >< 2 
4 2 2 

OTT O کک‎ 0 0 
17 37 3 1 4 


© ليكن / التابع المعرف على ]+2[ لا |50,2-[ وفق الصيغة حل = ()/. 
9 لماذا خذفت القيمة 2 = و من مجموعة تعریف . 
© ادرس اطراد 1 کم من لمجالین |6,2-| = ,1 و امع+, |2‏ ول. 
© اکتبا جدول اطراد /. 
© خل المتراجحتين 1 < (۶)0 و1 > ()/. 
© نظّمْ جدولاً بقيم (2)/ الموافقة لقيم » من المجموعة [1-1,0,1,3,4,5» ثم استفد من هذه 
الدراسة في رسم الخط البياني ,0 لهذا التابع على [2,5] لا ]1,2-|. 
9 ليكن ۶ التابع المعرف على ]00+ ,0[ وفق الصيغة < + = (0/. 
© ادرس اطر اد ۶ و المجالين [۱0,1 = ,7 و |ه+,1| = رآ. 
© استتتج أصغر قيمة يأخذها التابع / . 











5 ا ا 
© الستقی ما حقیقی والدائرةٌالمثلثية 
شخ العلاقة بين المستقیم الحقيقي والدائرة المخلنية 


لنتأمّل في معلم متجانس دائرة © مرکزها 0 ونصف قطرها 7 يساوي واحدة الطول أي 
1 - ”. ولنتأمل کذلك محورا حقیقیا ۸ مماثلا لمحور التراتیب ویوازیه مارا بالنقطة (۸)1,0 كما في 
الشکل. 








ثم لنفترض آنْ المحور ۸ مرن ویمکن لفه حول الداثرة 6 کما بوضح الشکل. فتروح نقاط ۸ 
لتنطبق على نقاط الدائرة 6. لمّا كان طول محيط الداثرة 6 مساویا 27 كان طول ربع الداثرة 
مت > فالنقطة التي فاصلتها ۰ على ۸ ستتطبق علی النقطة 30,11 من الدائرة 6. والنقطة 
التي فاصلتها 7 على ۸ ستتطبق على النقطة (1,0-)۸ من الدائرة ©. وبالاسلوب نفسه نری أن 
النقطة التي فاصلتها 5 على ۸ ستنطبق على النقطة (1-,8')0 . 

وهكذا نرى النقطة التي فاصلتها » على المحور ۸ سوف تنطبق على نقطة محدّدة تماما 17 


من الدائرة ۰06 و عندها سوف تتطبق جمیع نقاط المحور ۸ التي فواصلها من الشکل 28 + + 


لاحظ أنه عندما تتحرك النقطة التي فاصلتها « على المحور ۵ بالاتجاه الموجب نتحرك 
صورتها 1 على الداثرة © بعكس جهه دور ان عقارب الساعة. 


- 








سبش اللداثرة» التي نصف قطرها واحدة الطول وا كما 
شرحنا آعلاه حيث تکون جهة الحركة الموجبة علیها هي عکس جهة 
دوران عقارب الساعت الدائرة المثلثيّة. 





۳ لنثيّت إذا هذه الأفكار : نقرن بکل عدد حقیقی/ 7 نقطة واحدة 34 من الدائرة المثلثية © . نبداً 


بتعبین النقطة 4 من هذه الدائرة ثم نميز حالتین : 


* حالة 0 < ». ننتقل على الداثرة المثلثيّة بالاتجاه الموجب انطلاقا من النقطة 4 ونقطع مسافة 
قدرها ۰ (قد نضطر للدوران حول الداثرة عدّة مرّات») فتکون النقطة ۸2۸ الممثلة للعدد 
الحقيقيّ ‏ هي النقطة التي نتوقف عندها بعد قطع المسافة المطلوبة. 


27 


فمثلا نقرن بالعدد 7 النقطة ۶ لان القوس 4 ربع داترة فطوله يساوي م7 أي ج - 


نقرن بالعدد 0 النقطة ۸ وبالعدد ج النقطة ۸ وبالعدد لنقطة او . 


* حالة 0 > ه. في هذه الحالة ننتقل على الداثرة المثلثيّة بالاتجاه السالب انطلاقا من النقطة ۸ 
قاطعین مسافة قدرها ||. 


مت نقرن بالعدد 2- النقطة از لان 2 - 2 وإذا انطلقنا من النقطة ۸ متجهین 


بالاتجاه السالب وقطعنا مسافة قدرها 7 فإننا نصل إلى النقطة ‏ . 





ين على الدائرة المتلثيّة النقطة /1 الممثلة للعدد الحقيقي ك = » وكذلك النقطة ١‏ 


ی 6217 


۱ اناده بر 207 


ی ما ۷ 


- 











* لتمثيل النقطة 34 على الدائرة علينا قطع مسافة 22/7 انطلاقاً من 
النقطة ۰۸ متجهین بالاتجاه الموجب للدوران. ومن الواضح أن 
قوساً من الداثرة طولها س تحوي عة دورات. . نقسم 621 على 


2 E 
فنجد: 1+ 4 × 155 = ۰621 ومن ثم فان + 557 كسما‎ 4 





ولگ المقدار 1557 یمثل 7 دورء ونصف الدورة. فلذا انطلفتا من النقطة ۸4 وقطعنا مسافة 
تعادل 77 دورة ونصف الدورة» لوصلنا إلى النقطة ۰.4 ثمّ نقطع بعد ذلك مسافة > بالاتجاه 


لموجب فنصل إلى النقطة 12 منتصف القوس *2 ۸ . 


سای یتست ت انطلاقا من 


النقطة ۸ ی تاه اسب مرن تساه ۱ 
کد + مد وان OF‏ تمثل آربم دور ات ونصف الدورة. 


فعلينا الانطلاق من النقطة 4 وقطع مسافة تعادل أربع دورات 


ونصف بالاتجاه السالب فنصل إلى ۸ ثم نتابع فنقطم بعد ذلك مسافة 2 بالاتجاه السالب 


297 .. 
۳3 





لنصل إلى النقطة ۸ الممثلة للعدد ک -. نلاحظ أن النقطة 7 هي أيضاً النقطة الممثلة 


للعدد 7 . 
3 


شح الرادیان واحدة جديدة لقياس الزوايا 


لنتامل نصفي مستقيمين (07] و (07]ء لتعيين قياس الزاوية 1701 > 
TT‏ دائرة مثلثية 0 مر کز ها 0 فنقطع نصف المستقيم ( 007 
نقطة 4 ونصف المستقيم (0۷] في 8. وعندها نسمّي طول القوس 


© ری 





8 من الدائرة المثلثية قياس الزاوية 2007۷ مقدراً بالراديان. 


- 

















وعلی هذا يكون قياس الزاوية المستقيمة + رادیان وقیاس الز اوية القائمة > رادیان و هکذا ... 














۳ لنتأمل قوساً 2/8 TE TE‏ ژر اذيات من دائرة 6 
مرکز‌ها 0 ونصف قطرها يساوي 7. إن "6 هي صورة الدائرة المثلثية 
6 التي مرکزها 0 وفق التحاكي الذي نسبته 7 . و القوس 8 ۸ هو 
صورة الفوس 48 من © الذي يقابل أيضاً زاوية قیاسها » رادیان لان 
التحاكي يُحافظ على قیاسات الزوايا. و علیه یکون طول القوس ۸ 
مُساوياً لطول القوس 48 (أي ») مضروباً بنسبة التحاكي (أي 7). 











< العلاقة بين قياس زاوية بالراديان وقياسها بالدرجاتت 


هناك تناسب بين قياسات الزوايا بالدرجات وقياساتها بالراديان» وعليه فلن زاوية قياسها 180° 


تكافئ زاوية قياسها 7 راديان وزاوية قياسها 45 تكافئ زاوية قياسها > راديان. 









































يوضّح جدول التناسب أدناه العلاقة بين قياس الزوايا بالدرجات وقياسها بالراديان : 


اس الزاوية راان | > | | 





7 ب 









© ما قياس زاوية مقدرا بالراديان إذا علمت أنها تساوي 20 ؟ 


9 ما قیاس زاوية مقذراً بالدرجات |ذا علمت آنها تساوي كك راديان ؟ 








180 
7 

20 ۶ 7 7۳ ۲ 5 . . 

© في هذا السو ال لق ۰ مک 180 = يم 
e‏ 

0 . 5 27 8 .أ / 0 300 ۳1 
© في هذا السوال» © = » والمجهول هو 4 ومنه : 20 517 بح = گس - . 

ی 0 





Qi 5‏ حول 2 ه 
کی ۳ 04 


© احسب طول القوس من دائرة نصف قطرها ص10 إذا غلم آنها نقابل زاوية مركزيّة قیاسها : 
9 بالدر جات : ۰90 ۰120 ۰.180 


27 


7] TF 
۰.0. ۰1 بالر ادیان : -ء -ء -تء‎ © 
1 بالرادیان : کے کے کے‎ 


© ارسم داثرة مثلثية» وعيّن علیها النقاط 14 الممثلة للأعداد الحقيقيّة الاتية : 


0 97 ىر © 0 مه 3۳ لور 
3 4 3 

۳ @ 7 - 07 © 7 9 
4 4 6 














ۈھ 
| + هده ١‏ ۰ 
١ ١ ۳‏ ر 3 
Kk‏ 0 
= 


لنتأمل في معلم متجانس دائرة مثلثية © مركزها 0. ليكن ي عددا 
حقيقيا ولنقرن به النقطة 14 من الدائرة المثلثيّة كما في الفقرة السابقة. 
* نعرّف جيب تمام ٠»‏ أو تجيب . بأنه فاصلة النقطة ۰۲ ونرمز 
إليه بالرمز وه . 





* ونعرف جيب © بأنه ترتيب النقطة 14 ونرمز إليه بالرمز 2 ««زه. 


0 0 5 هه La Î‏ د وه 
: 0 





أيا كان العدد الحقيقي ۶ كان 1= ه تمزه + + “وم . 


9 في الحقيقة» نعلم أن [حد ائیّات النقطة ۸ المو افقة للعدد » هي ) :2 sin‏ ره (cos‏ . نستنتج من 
ذلك أن 
7 كصذة + cos xz‏ = 01/۶ 


ولكن 1= ۰0/۲ اذن 1 = 2 او + بو :co‏ 


لك خواص أماسية لبیبم عدد حقيقي وجیب تمامه 
0 یا كان العدد الحقيقي ± كان 0052 = )27 + cos(z‏ و2 ذه = )27 + به ) ذه . 


لتكن 14 النقطة الموافقة للعدد ‏ على الدائرة المثلثية. فتكون النقطة ۸/۲ الموافقة للعدد 
7 + » هي النقطة ۸۸ نفسها أي '14 = 1 . لان قطع مسافة طولها 27 على الدائرة المثلثيّة 
يعني الدوران عليها دورة كاملة فنرجع إلى النقطة التي انطلقنا منها. ينتج من ذلك أنّ كلا من 
العددین 7 08 و )27 + 2) وم از 17 نفسها و علیه ومع - ) 27 + 2 .cos(‏ 

باسلوب» مما نحد أذ كلا من العددية 2 Sin‏ و (27 + )دنه يمثل ترتيب النقطة 4 ومن ثم 


. 910 ) 2 +27) — 7 





- 









ع 


با كان العدد الحقيقي ع كان 1 > موم > 1- و 1 > و طصله > 1-. 


نعلم أن نصف قطر الدائرة المثلثيّة يساوي الواحد وعليه فان فاصلة 
النقطة 4 تساوي 1 في حين آن فاصلة النقطة ۸ تساوي 1- 
وبملاحظة أنّ فاصلة أيّة نقطة من الدائرة المثلثيّة تقع بين فاصلتي 
o‏ ين الاق 2 اس محصيورة 


بين 1- و1 ومنه المتراجحة الأولى 1 > :ومع > 1-. 


ع 


ونلاحظ بالمثل آن ترتيب النقطة 8B‏ يساوي 1 وأنْ ترتيب النقطة '8 يساوي 1- ومن تم فان 
ترتيب أية نقطة من الدائرة المثلثيّة يقع بين 1 و 1- وهذا ما يوصلنا إلى المتراجحة الثانية أي 


1 > 5112 > 1-. 
يا كان العدد الحقيقي + كان + 5مء = (2-) 5مء و2 صذه- = (2- ) ده . 


نلاحظ أنّ النقطة ۸ الممثلة للعدد الحقيقي «- هي نظيرة النقطة 
7 الممتلة للعدد م بالنسبة الی محور الفواصل فلهاتین النقطئین 
الفاصلة نفسها وترتیبان متعاکسان أي : 


7 = (تنهح )ومن و 2 519 - = (7-) 5111 . 





۳ كان العدد الحقيقي ± كان 2 5مع- = (^ + )609 و 2 .sin ) + ^( = sn‏ 


لتکن ۸۶۸ النقطة الموافقة للعدد ‏ على الداثرة المثلثيّة. فتکون النقطة 
۷ المو افقة للعدد ^ + » هي النقطة المقابلة قطریا للنقطة 17 . 
لان قطع مسافة اضافية طولها + على الداثرة المثلثيّة يعني الدوران 
علیها مقدار نصف دور د. 


وعلیه تکون احدائیتا النقطة ۷ هي ( 512 -,:ه 08 -) . ومنه نستتتج 





أن موم - = )7 + 60902 و 2 .sin(z +7) = sin‏ 





- 











© یا كان العدد الحقيقي + كان دآ - (و- + cos (a‏ و COST‏ - (ر- + نه) ذه . 
لتكن 14 النقطة الموافقة للعدد م على الدائرة المثلثيّة. فتكون النقطة 
۷ المو افقة للعدد + 9 هي النقطة الموافقة لقطع مسافة إضافية 


طولها 2 على الدائرة المثلثيّة وهذا يعني الدوران علیها مقدار ربع 





دور ۵. 
المتلت القائم الذي وتره 077 في الشکل المجاور ينتج عن المثلث اقائم الذي وتره 01۲ 
بدوران ربع دورة حول 0 . فإذا كان (2,5122 5م©) هما إحداثيتي ۸ كان (2 605 ,ند صنه-) 
هما إحدانيتي ۷ . ومنه نستنتج أن مله - = (2 + cos(z‏ و cos‏ = )^ + )5 . 
© ۳ كان العدد الحقيقي ى كان © «رژه - (8 = ر) وم و 6097 - (ه = ) ناه . 

في الحقيقة» يمكن أن نستنتج هاتين الخاصتين من الخواص السابقة كما يأتي : ليكن 5 عددا 
حقيقيًا. نستنتج من © مطبقة على 5 - » بدلا من » أن 

۱ 7 TFT 7 7 ۱ 7 

= = که كت ره > = = ۲05۱ == )005 > | = = )5۱11 

(5 - ماس = (2 + 2 - مه و - )وم = (2 + 2 - م 
آو =sin(z - ^) = cosa‏ و نه = (2 = )۰60۵ ثم بالاستفادة من 3 نجد 


۳ ۱ 7 
7 = )72 - د و 9187 ح )7~ 9 


حل - يي . 
ين تدرب 


© عيّن قيمة جيب وجيب تمام الأعداد الحقيقيّة الآتية. يمكنك البدء بتعيين النقاط الموافقة على دائرة 





TT DT 1‏ 117 172 
© م دم دم دم و م-. 

1057 127 OT Or 1 
ار 0 لسر‎ 

54 90/7 TIRK 1 4 
0 0 ی‎ © 


© لتکن 17 النقطة من الداثرة المثلئية © الموافقة لعدد ۰2 عيّن على € النقاط الموافقة للقیاسات 
و - 7 وه + وه - 297 تم اختزل الصيغة : 
f(2) = 609۲ + 60507 — ( + 00507 + 2) + 005027 — 2(‏ . 





- 











> التابعان مذو ووم» 


لقد عرفنا سابقا تابعين حقيقيّين جديدين» معرفين على كامل مجموعة الأعداد الحقيقيّة ۸ هما تابع 
الجيب « داو + « وتابع جيب التمام أو التجيب وم + ه. سنحاول في هذه الفقرة دراسة هذين 
التابعين» لقد رأينا آنفا أن هذين التابعين يأخذان قيمهما فى المجال [1,1-]. 





“بد يمكننا بالاستفادة من الداترة المثلثيّة أن ندرس بسهولة اطراد التابعين 05 و دنه على المجال 


۰0,27 


عندما تتحوّل ‏ في المجال [0,7] من 0 إلى ۰7 تتحول النقطة 
7 على نصف الدائرة المثلثيّة العلوي بالاتجاه الموجب من ۸ إلى 
۸4 اذ ان طول القوس ۸۸ يساوي ”فا النقطة ۶ تتناقص 
من 1+ إلى ۰-1 إذن تابم التجیب تابعٌ متناقصٌ تماما على المجال 
[7 ,۰0 





وعندما تتابع « تحولها في المجال [7,27] من + إلى 27 
تتحول النقطة 34 على نصف الداثرة المثلثيّة السفلي بالاتجاه الموجب 
عائدة من ۸ الی ۸ و تراد فاصلة النقطة ۸2 من 1- إلى 1+. 





إذن لتابع التجیب جدول الاطراد التالي على المجال [0,27]: 


P718 
cos) 1 XS 0 x =1 7 0 7 1 


7 


]| ده 


8 
O 
۵۵ د|‎ 





ما خطه البیانی على هذا المجال فهو كما يأتي : 

















آمّا تابع الجيب فيتبع تغيّرات تراتيب النقاط ۸۸ . 


عندما تتحول ۾ من 0 إلى + تقطع النقطة 7 ربع الدائرة 
المتلثية المحتوی في الربم الأول من ۸ إلى 8. ویزداد ترئیب 12 
من 0 إلى 1. 


تما سول سد 2 إلى 2 تقطم النقطة 12 نصف 
الذائرة المثلثية اليساري من لی ۰17 و ینتاقص ترئیب ۸2 من 1 
ی 


وأخيراً عندما تتحول » من ك إلى 227 يتزايد ترتيب /۸ 
من 1- إلى 0. فتابع الجيب متزايذ تماما على كل من المجالين 


0 ۰ ومتناقص تماما علی آم 








OT 
سب‎ 27 
7 فق‎ 

















إذن لتابع الجيب جدول الاطراد التالي على المجال [0,27]: 




















2 
© َد 


لاحظ أله عندما یتحول » في المجال [27,0-] مادا من 27- إلى ۰0 یتحول المقدار 
27 + نه = ۸ في المجال [0,27] متزایدا من 0 إلى ۰27 ولکن رأينا أن 





COST = 60502 + 27( = cost 
وهكذا نرى أن الخط البياني لتابع التجيب ده على [27,0-] هو نفسه الخط البياني لهذا التابع على‎ 
: بعض إخضاعه لانسحاب كما في الشكل‎ ]0, 27[ 


٠ 
INE TZ TSE eT, 
0 < 21۹ ا‎ 


والأمر نفسه يسري على تابع الجيب <ذه على [27,0-]. نترك لك أن ترسم الخط البياني لتابع 
الجيب على المجال 27,0-]۰ 


2 
9 مغر 


كنا قد عرفنا جيب وتجیب زاوية حادة في دراستنا السابقة» فما علاقة هذين التعریفین بتابعي الجیب 
والتجیب اللذین درسناهما في هذا البحث ؟ 

انتأمل مظثا 0۳ قائماً في . ثم لنرسم داثرة مثليّة مرکزها 0 
وبحيث تقع 4 على نصف المستقيم (01]. عندئذ یقطع نصف 
المستقیم (07] هذه الداترة في ۸ كما في الشکل المجاور. لتكن 1 
المسقط القائم للنقطة ۸ على (04]. عندئذ إحداثيا النقطة 11 هما 











.(OL, LM) 
أي إذا رمزنا بالرمز » إلى قياس الزاوية 240۸11 بالراديان كان‎ 
٩1۳ 2 = LM و‎ cosz = OL 
ونستنتج من تشابه المثلثين القائمين 01,14 و 0177 ومن کون 1= 014 أن‎ 
LM _ EF OL OE 


cosZ EOF‏ اسب اسب = 09 و ZEOF‏ 510 = سدح لل = ۶ 111و 
OM ۰ ۰ ۰ OM OF‏ 


تجيب وجيب زاوية حادة اعتماداً على نسبة طول الضلم المجاورة إلى طول الوترء ونسبة طول 
الضلع المقابلة إلى طول الوتر بالترتيب. 





- 











® رسمنا في معلم متجانس المنحنيات الثلاثة للتوابع الآتية : 
. التابع م المعرّف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وفق  :‏ = ()/ . 
. التابع و المعرّف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وفق : 2ه = (8)و. 
- التابم ۸ المعرّف بشرط ع ه وفق : = = ()۸. 
بين الصواب من الخطأ في المقولات الاتية معللاً إجابتك المستوحاة من الرسم البياني : 
0 اذا کان 2 < ن كان 4 < ۶ . 





© إذا كان 4 < ”ي كان 2 < 7. 


© إذا كان 1 > z‏ > 0 كان ۶ > 2۶ . 
9 دعن 1 گام 
TL‏ 
© اذا گان 2 > 7 > 1- كان 4 > 2۶ > 1. 
و لذا کان 4- < ل كان 9- > ن. 
E 2‏ 
و في كل حالة من الحالات الاتية هناك إجابة واحدة صحيحة فقطء عيّنها 


© أي كان العدد غير المعدوم 4» فان *(20-) يساوي : 


4a 8 -4 8‏ 2 21 
© ان تحلیل المقدار 4 + 827 + 322 هو : 
۵ 2۳ + 32( 8 )2+ )(2 + :3( © 22 + 3 


© ادا كان 3 > z‏ > 2- كان : 

۵ 9 > 2 8 9 > 2 > 4 © 2 > 4 
© التابع / المعرّف على 1 بالصيغة 5 + *32- = (2)/ هو : 

4 متتاقص تماما على 18. # متزایذ على .]5,+٥٥]‏ © متزايدٌ على [۰0,0-[. 
© التابع ۶ المعرف بالصيغة 8(2 - #م) - 4 = (2)/ يقبل : 


4 3 قيمة صغرى. 8 4 قيمة صغرى. 8۵ 4 قيمة كبرى. 


@ 








63 فيما يلي عدّة مقولات» عيّن الصحيحة منها مُعللا إجاباتك. يمثل القطع المکافی 7 في الشكل 


لمجاور تابعا حدودیا من الدرجة لثانية 5۵ 
© يمكن تعريف ثر وفق : |[ | | | | 1 
IN ۱۱ f(a) = )-9( +1) ©‏ 
© + 6ت -0 = KE f(a‏ 
2 
f= (a4 $ ©‏ 
© 2-52 - 2ن = f)e(‏ 
© يحقق كثير الحدود ما يأتي : 
© يبلغ قيمته الصغری عند 0.6 = و . 
© قيمته الصغری هي (0.5)/ . 
© أياً كان العدد : من المجال [0,1] كان 2- > (2)/. 
© یا كان العدد مر كان 0 < 2 + (2)/. 
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1 ۳ 5 ۷ فى ۲ و ا هر اص 
© ادرس اطراد التابع المعرّف على ۴ وفق ك 


© آعد السوال فى حالة د = ززواتر. 
ي حاله - 


5 التوابع المُشار إليها فيما يأتي معرفة على 2. اقرن بکل منها خطه البياني في الشکل الآتي: 
2 - و 
ا = رمي 


2 
f(z) = 2 1+سو-‎ © f(2 = (2-1-2 9 


+2 @ f(z) = 2ه‎ + 22-2 O 


ARI 
KI N 1 
52۳۱۱۳ AR E 

















© حدالمتراجحاتياتَا. 
رسمنا في معلم متجانس الخطوط البيانيّة الآنية : 
8 الممثل للتابع م - 2س جريه: ثر. 
6 الممثّل للتابع ك ما 4 : و. 
الممثل للتابع ۲3+ و Ait‏ 
© حل بیانیا كلا من المتراجحات الاتية : 





< ۶ - م‎ © a 0 
#7 


2 استنتج مجموحة حلول المتراجحة المضاعفة 3+ و > 2 > و - شو. 


TL 
غر ال‎ 9# 
فهم السؤال. لا يمكننا في الواقع أن نحدد بیانیا وبدقة إحداثيّات نقطة تقاطع منحنيين الا إذا كانت‎ 4 
هذه الإحداثيات معطاة على الرسم بأسلوب دقيق لا يترك مجالاً للبس» كما هو الحال في هذا‎ 
التمرين. اقرأ نقط تقاطع المنحنيات مثنى مثنى.‎ 
البحث عن طريق.‎ # 
:6. اسوال ۵. نهت آلا بالمتراجحة الأولى. أي 3+ > . .بهشا هنا المتحنيين. رت و‎ 
زر‎ 
5 4 . 4 
لنحاول تعيين العددين + و3 + ي على الرسم. نعلم أنّ + هو ترتيب نقطة 1 من المنحني‎ 
TL 49 
من المنحني ,6 فاصلتها . فالمتراجحة‎ N فاصلتها + وأنّ 3 + ± هو ترتيب نقطة‎ © 
ودب ب تعنی أن النقطة 37 واقعة تحت النقطة ۸ . ن ذلك على الشکل.‎ 
1 U 
۰۷ ت ارسم باللون الأحمر جز ء المنحني 6 الذي يجعل النقطة 12 تقع تحت النقطة‎ 
واستنتج مجموعة حلول المتراجحة الأولى.‎ 
ت حل بأسلوب مماثل المتراجحتين المتبقيتين واكتب في كل مرّة مجموعة الحلول التي حصلت‎ 
. يها‎ 
السؤال ۵. إِنّ البحث عن مجموعة حلول متراجحة مضاعفة يعني البحث عن مجموعة الأعداد‎ 
الحقيقئة المحققة للمتر اجحتین معا ما هي هذه المجموعة ؟‎ 
كي أنجز ال واكتبة بلغة سليمة.‎ 





- 


لتكن [۸1] قطعة مستقيمة طولها ٠٥11ء‏ ولتكن /1 نقطة من القطعة 

[48]. نرسم في جهة واحدة من المستقيم (48) مربّعين طول ضلع 

الأول 4714 وطول ضلع الثاني 81 . 

® أتوجد نقطة أو عدة نقاط ۰12 من القطعة [48] بحيث يساوي 
مجموع مساحتي سطحي المربّعين المرسومین کح 65 ؟ 

© آتوجد نقطة أو عدّة نقاط ۰۷ من القطعة [۸] تجعل مجموع مساحتي سطحي المربّعين 
المرسومین آصغر ما يمكن ؟ 

۴ غر اخل 
۵ فهم السژال. نهتم ها بمجموع مساحتي المربّعین المرسومین انطلاقا من النقطة ۰1۶ ومن 

لواضح أن هذا المجموع يتعلق بموضم النقطة 14 على القطعة [48]. لنضع إذن ‏ = ۸ 

و 11 > + > 0. 

٠‏ احسب بدلالة 7 مساحة سطح کل من المربّعين. 

. آثبت آن مجموع مساحتي سطحي المربّعین یعطی بالعلاقة :121 + 227 - 27 . 


8 السغال 0۵ . وول حل هذا السوال إلى حل معادلة من الدرجة لفانية. اکتبها وحلها. 








اسوال ۰۵ پژول حل هذا السوال الى دراسة اطراد تابع من الدرجة الثانية ادرسه واسنتتج 
اا 


ر أنجز الحل واكتبة بلغة سليمة. 


© عاب نب 


ليكن 7 عددا حقيقيًاً من المجال | 2-,ج | 05 3 = 2 317 . أحسب 2 ومع . 
۶ غواخل 
4 فهم السؤال 
٠‏ لتكن © الدائرة المثثية. ار" العدد 3- = وزو هو ترتیب 
نقطتین من الداثرة ۰6 وضعنا علی الرسم النقطتین و 
المو افقتین . 








- 











٠‏ نعلم أن [2-,7-]> ». عند الانتقال على الدائرة © انطلاقا من النقطة ۸ متجهين 
بالاتجاه السالب نجد إن مجموعة النقط ۸۶ الموافقة لقیم هذا المجال هي القوس 9 ۸ . فإذا 
آخذنا بعین الاعتبار الفرضیتین معا اسننتجنا أنّ النقطة ,۸2 هي النقطة المناسبة. 
# البحث عن طریق 
. علینا حساب 6087 مع العلم آن کہ = نو ووز و أن سر | € 9 . وعلینا إذن وفقا لنتانج 
المرحلة السابقة حساب فاصلة النقطة ,4 علما أنها سالبف وأنّ 1 = + ”ومع + 2 تصزه. 
كر آنجز الحلّ واكتبة بلغة سليمة. 


لتكن © الدائرة المثلثيّة. مثل على هذه الدائرة مجموعة النقاط (± «اء,#ءهء) ۸ المحققة للشرط 








00 ل م > <- . ما الأعداد الحقيقيّة من المجال |7,7- | الموافقة لهذه لنقاط 1 ؟ 
۲ ۲۳ 
تعني المتر اجحة كلد > يوم > 4- آننا نبحث عن النقاط ۸۸ من الدائر ة٥‏ التي تقع 
فاصلة كل منها في المجال ادا 


7 ارسم على ۸۸۱ القطعة المستقيمة [ 77 المو افق للمجال | مدرد على أن تکون‎ ٠ 
. 2 النقطة التي فاصلتها 1- و /. النقطة التي فاصلتها‎ 
البحث عن طريق‎ 8 

٠‏ نريد تمثيل النقاط ۰ من الدائرة ©» التي تقع فاصلة كل منها 
في المجال | درل . ضع على الدائرة النقطة ,14 من القوس 
8 والنقطة ,1 من القوس 7۲ القن یکون 7 مسقطهما 
القاتم على محور الفواصل. تم ضع النقطتین ,1 من القوس 
2 و ,۸0 من القوس 27 اللتين تكون 1 مسقطهما القائم 
على محور الفو اصل. 


٠‏ لماذا تمثل نقاط القوسین ,14,31 و ,14,11 مجموعة النقاط المطلوبة ؟ 








- 





. علينا الآن تحديد مجموعة الأعداد الحقيقيّة من المجال [7,7-] الموافقة لنقاط القوسين 
السابقين. نبدأ بتحديد مجموعة الأعداد الحقيقيّة الموجبة من المجال |0,7] الموافقة لنقاط 
القوس ,/1 12 . 
- ما العدد الحقيقي المو افق للنقطة ,14؟ وما العدد الحقيقي المو افق للنقطة ,/۸؟ 


»هه و مه 


ه استنتج أن مجموعة الاعداد الحقيقيّة الموافقة لنقاط القوس ,34,11 هي المجال 2,22 ]. 


3 67 
م بت بأسلوب ممائل انطلاقاً من النقطة ۸ بالاتجاه السالب أن" مجموعة الأعداد الحقيقئة من 
المجال [7,0-] الموافقة لنقاط القوس ,/1/,1 هي المجال [2-,ع2-]. 


( لین ABCD‏ موی و اه 4 . ولتکن 714 نقطة من |8 ۸4] 


و N‏ نقطة من [42] بحيث 277 = /41.. ثمّ لتكن 7 نقطة تجعل | 
۷ مستطیلا. ۱ 





يطلب تعيين ۸2 تجعل مساحة المستطیل ۸7/۳۷ آکبر ما یمکن. 


(© تن [۸] قطعة مستقيمة طولها جد 8 ولتکن 14 نقطة من [۸8]. 
0 ¿ كما في الشکل المربع ( والمثلث القائم المتساوي الساقین 


7 . نضع ۸۸ = »> ونرمز بالرمز (2)/ إلى مساحة المضلع | 
1 . ۱ 








0 احسب بدلالة » مساحة كل من المربع 18٤٥2‏ والمثلث 47777 وشبه المنحرف 711101 . 
© على أي مجال 7 التابع f‏ مُعرّف؟ 
© ادرس التابع 7 على ۰7 وعيّنْ أصغر القيم التي تأخذها مساحة المضلع ۸0 . 


ره إذا علمت أن > 2 صنه وان |27 € » فأوجد :دوم . 


13 إذا علمت أن 3 = وم وان 2,0 ع 5 فأوجد + جزه . 


€3 في كل من الحالات الاتية» مثل على الدائرة المثلثيّة مجموعة النقاط ۸2 الموافقة لمجموعة 
ع 0 
الأعداد الحقيقيّة 2 التي تحقق : 


0 شل > بورز > 0 ۵ 1 > «ووم > @ > > sin‏ @ شا - > ووم 


لم | ۱۵ 





- 

















0 احسب في کل من الحالات الاتية القيم الدقیقه لجیب وجيب تمام الزاوية : 


| ۳ ۱ ار ا | 2 
6 | 6 | 6 | 6 | 6 


9r | 52 | 7‏ | خلة | 87 
4 4 4 4 4 
Ir 47 7‏ ۲ | 97 
3 3 3 3 3 
02 آثبت صيكة العلافتین الاتیتین وذلك آنا کان العدد الحقيقي 4 : 


. ) 5 27 3 و ومع 7 روزه 2 ل 1 — [:ه وم‎ OD 








.)1 STE cosa) = 2(1 3 cos 3 ) (1 3 sin 2: ( ۵ 


۱ 5 5 51 
و في حالة 0 ع :دومح نعرف کت کہ 


COS TZ 








1 


cos 46 





© أت أنه أيا كان العدد الذي يحقق 0 عد ۰09 كان = 2 تمنو + 1. 
© إذا علمت أن نتتمي الی 0,-2-] ون 2- ح جع فأوجد موم و :د صله . 

6 للإجابة عن الأسئلة الآتية» تمكن الاستفادة من الدائرة المثلثيّة أو من الخطين البيانيّين لتابعي 
الجيب وجيب التمام. 





© أوجد الأعداد الحقيقيّة » من المجال [2,27-] التي تحقق د ۳ 
۵ أو جد الأعداد الحقيقية ‏ من المجال ۱-2۱ التي د - ك6 pT‏ 
© آوجد الأعداد الحقيقيّة » من المجال [2,27-] التي تحقق 0 < ده». 


@ آو جد الأعداد الحقيقية 7 من المجال | ۱-2737 التي 052 3 811 







0 غين على الدائرة ده 0 النقاط المو افقة للقياسات + و +2 و »+ 7 وه ثم 
ل الصيغة : 2 - 2( z2) + sin‏ + 7)هله + z)‏ + ع ) sin z + sin‏ كت 0 
ا( عيّن على الدائرة الم © لنقاط الموافقة للقياسات وك و 2 + 37 و 57-2 و 


ف شرن الصيغة : |2۶ - )دمم + (نه - sin )37 + z) + cos(5r‏ + [ مه - عة | sin‏ = (8)2 ۰ 


ما 40 


03 


07 


[[6 عيّن على الدائرة الم C‏ اأنقطة M‏ إذا علمت أن د = + ومع و |2,0-| > . 


كلا من : Sina‏ و( - 2 ) sin‏ و[نه- cos(Z‏ و( — 7( cos‏ و( - 7( .sin‏ 





- 


مبادئ في الاحتالات 











© عناصرالاحتمال 


© قاونلاحتمال 









کثیرا ما نسمع أو نقرأ في امتا هذه» عبارات مثل : احتمال هطول 
لمطر في دمشق غدا ۰8090 أو ان احتمال نجاح العمليّة الجراحيّة هو 
95% . 

انشغل الإنسان منذ القذم بتوقع أحداث تقع في المستقبل» أو بتعبير آخر 
بتقدير احتمال وقوع حدث ما في المستقبل وذلك دون أن ترقى هذه 
الاهتمامات إلى ظهور علم يدرسها. 


لقد بدأ الاهتمام بالاحتمال من قبل الرياضيّين في 
القرن السابع عشر لدراسة بعض ألعاب الحظ ومعرفة ا > ا 





ازدادت تطبيقات علم الاحتمال كثرا في عصرنا الراهن فمن 
الأرصاد الجويّة إلى علم الوراثة والصيدلة» إلى حسابات الربح 
والخسارة فی المشاريع الاقتصادية. 


في هذا الفصل نقدم مبادئ أولية تعطي فكرة بسيطة عن هذا العلم. 








مبادئق الاحتمالات 


© مترمة 


عندما نترك كرة معدنيّة تسقط بتأثير الجاذبيّة الأرضيّة؛ فإننا نستطيع معرفة المكان الذي ستكون 
فيه هذه الكرة بعد ثانيتين ونصفء مثلا. كما يمكننا تحديد اتجاهها وسرعتها في تلك اللحظة. کذلك 
يمكننا معرفة نتائج الكثير من التجارب الفيزيائيّة والكيميائيّة معرفة مسبقةء إذا كنا على علم بجميع 
عناصر التجربة. نسمّي هذا النوع من التجارب تجارب أكيدة النتائج. 

ولكن عندما نلقي عفویّا قطعة نقود على الطاولة» لا يمكننا مسبقاً تحديد 
الوجه الذي سیظهر عند استقرار قطعة النقود وکذلك الامر عندما نلقي نرداء أو 
عندما يدور دو لاب الحظ. في جميع هذه التجارب لا نستطیع مسبقا معرفة النتيجة 
لذلك نسمي هذه التجارب تجارب عشوائية. یهتم علم الاحتمالات بدر اسة هذه 
التجارب من حیث حصر النتائج الممكنة وأيّها أكثر حظا بالحدوث. 








س نرد عادي متوازن 

لنتأمل تجربة إلقاء حجر نرد رباعي وجوه متوازن» وجوهه مرقمة من 
1 إلى 4 (۰۸۵ شل ۸۵ 4). ولنفترض أنه لا يستقر الا على أحد 
وجوهه. نتيجة التجربة هي الوجه السفلي للنرد عند استقراره. 

© ما هي النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ 

© هل يمكن معرفة حظوظ كل وجه بالظهور ؟ 
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© ان مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة هي : (۰11,2,3,4 نسمي كل نتيجة من هذه النتائج نتيجة 
بسيطة ويسمى الحصول على أي منها حدثاً بسيطاً لهذه التجربة التي تسمّى بدورها تجربة عشوائيّة 
(لأنه لا يمكن معرفة نتيجتها قبل انجاز التجربة). 

© لما كان النرد متوازناء أمكنناء بغياب أيّ عوامل مؤثرةء افتراض أن للوجوه المختلفة حظوظا 
متساوية في الظهورء وباعتبار أن هناك أربع نتائج ممكنة» فيمكننا القول إنّ هناك فرصة واحدة من 
أربع لكي نحصل على الوجه "1"؛ وفرصة واحدة من أربع للحصول على الوجه "2 وهكذا . 


نستطیع التعبیر عن ذلك بالقول إن احتمال الحدث (1) هو واحتمال الحدث 421 هو 7 وهكذا.. 


- 

















لي نرذ غير متوازن 

لنتأمّل تجربة إلقاء نرد رباعي وجوه» وجوهه مرقمة من 1 إلى 4» ولكنه غير متوازن حيث ثقلنا 
بعض رؤوسه لنزيد من فرص وقوعه على بعض الوجوه. 

© ما النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ 

© هل يمكن توقع فرص الحصول على أحد الأرقام في هذه التجربة ؟ 


{123,4} إن مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة هي‎ O 
لمّا كان النرد غير متوازن توازنا تامأء فلا يمكننا توقع فرص الحصول على كل نتيجة ممكنة.‎ © 
: ولكن لنفترض أننا اختبرنا هذا النرد بإلقائه 5000 مرة» فكانت النتائج كما في الجدول الآتي‎ 

. 4 |] 38 ۱ | 1 | 





1 بم 495 | بهم 505 | 1 به 1010 | 3 بح 2990 

5000 ˆ 10 | 5000 ` 0 

ونظرا الى العدد الکبیر للتجارب» يمكتنا افثر اض انا لو أعدنا كانية اجراء العدد نفسه من التحارب 
فإننا سنحصل على نتائج قريبة من هذه النتائج. 

بناء على ذلك يمكن القول ان هناك نقریبا فرصة واحدة من بين كل عشر فرص كي يقع النرد 

على الوجه ٠)1}‏ وفرصة واحدة من بين کل عشر فرص كي يقع النرد على (۰12 وفرصتان من بين 

کل عشر فرص كي یقع النرد على الوجه (۰43 وست فرص من بين کل عشر فرص كي يقع النرد 
على (4). يعبّر الجدول الآتي عن هذه النتيجة : 


4 BF 2 | 0 | 





حك "0 ل 6 
ا 10 10 10 10 





- لو أجرينا تجربة مماثلة ولكن باستعمال نرد متوازن تماماء لحصلنا على نتائج متساوية في فرص 
حصولها أي حوالي 1250 مرة لكل نتيجة تقریبا. 

٠‏ في المثال الأوّل» استطعناء انطلاقاً من تساوي فرص وقوع النتائج المختلفة» تحديد احتمال كل 
واحدة منهاء أمّا في المثال الثاني فوحده الجدول الإحصائي أعطانا فكرة عن احتمال حدوث كل 
نتيجة من نتائج التجربة. وهذا فارق آساسي بين التجارب العشوائيّة المختلفة. 


@ 








١ 4‏ لاحظ أنه في المثالين السابقين كان لدينا الخاصتان التاليتان : 
- احتمال أي نتيجة هو عددٌ بين الصفر والواحد. 


زر 1 


1 


1 1 
س سل - 
4 4 
1 ۹( 





5 
4 4 
10 10 5 5 


شك التجربة العشوانية. الا حدان البسپطة. هضاء العينة. 


© رید 


التجربة العشوائية هي تجربة تفضي إلى واحدة من النتائج دون أن نستطیع تحدید حدوث أي 
منها مسبقا. تسمّی النتائج الممكنة في هذه التجربة أحداثا بسيطة. وتسمی مجموعة هذه النتائج 
فضاء العينة. 





١‏ من المهح قبل البدء بأيّ تمرین احتمالات أن نفهم التجربة العشوائيّة» ونتائجها الممكنة. 


سنعرض فیما يلي ثلاثة أمثلة مهمّة لتساعدنا في إيضاح آفکار هذا الدرس. 





© في تجربة للقاء حجر نرد رباعي الوجوه مرقم من 1 إلى 4 نهت برقم الوجه السفلي. فتکون 
مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة ۰ [3,2,1 ,14 . 
© في تجربة إلقاء حجري نرد رباعيِّيْ الوجوه متماثلين مرقمين من 1 إلى 4. نهتمّ برقمي الوجهين 
السفليين . فتكون مجموعة النتائج الممکنة لهده التجربة : 
)4 4(,)4 عة 3(,)3 عة 4(,)3 عة 2 ),(3 6 2(,)2 ع4 4(,)2 عة 3(,)1 ع4 2(,)1 عة 1(,)1 62 1)1. 
© في تجربة القاء حجر نرد رباعي الوجوه مرقم من 1 إلى 4 مرتين منتالیتین. نهت بمجموع 
الرقمين الناتجين. فتكون مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة : 21 ,3 ,4 5 ,0 ,6 1 ۰ 
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٠‏ الحدث في تجربة عشوانية 


لنعد إلى تجربة رمي حجري نرد رباعيي الوجوه» متمائلين حيث نهتم برقمي الوجهين السفلیین. 
قد نهتمٌ بنتائج غير النتائج البسيطة. كأن نسأل : متى نحصل على رقمين فردیین ؟ 

يقع هذا الحدث أي نحصل على رقمين فرديين عندما نحصل على إحدى النتائج البسيطة : 
)1&1( آو )1&3( آو (3 & 3). في مثل هذه الحالة نقول إن المجموعة 





1(1&1),(1&3),(3 & 3)} 


هي حدث هو ”الحصول على رقمين فرديين “. ويُمكننا بأسلوب مماثل» تعريف أحداث أخرى مثل : 
الحصول على رقمين زوجيّين“ أو ”الحصول على رقمين متساويين“ وهكذا ... 
فالمجموعة 
[[4عة 3(,)4 »6 2(,)3 42 1(,)2 62 111 
تقابل الحدث : ” الحصول على رقمین متساویین “. والمجموعة 
})2 & 3),(2 6 )) 
تقابل الحدث : ”الحصول على رقمين مجموعهما 4“ . 


تقابل كل مجموعة جزئيّة من فضاء العيّنة حدثا يقع عندما يقع أي من آحداثه البسيطة. 





نسمّي حدثا في تجربة عشوائيّة كل جزء (أو مجموعة جزئيّة) من فضاء العيّنة. 


في تجربة القاء حجر نرد رباعي الوجوه مرتين متتاليتين. نهتم بمجموع الرقمين الناتجين. عبر عن 








يُمكن التعبير عن الحدث 16,7,8 = ۸ بالجملة : ”الحصول على مجموع أكبر أو يساوي 6“. أما 
المجموعة المقابلة للحدث ”الحصول على رقمين مجموعهما فردي“ فهي : (3,5,7] = 3 . 


- 








w‏ )لحلا صة 


لنتأمل تجربة عشوائيّة تعطي إحدى النتائج ره أو ره أو ... أو ره» فیکون فضاء العينة 
الموافق لهذه التجربة هو المجموعة [ره,...,ره,ره] = ©. (2 حرف يوناني يُقرأ آومغا). 
نسمي كل مجموعة جزئية من 0 حدثا. ونسمي كل مجموعة جزئية مكونة من عنصر واحد 
(مثل (,م)) حدثاً بسيطاً. وكذلك نسمي الحدث المؤلف من جميع النتائج الممكنة للتجربة أي 
[ مه,...روه,ره] = ٩‏ الحدث الأكيد. وأخيرا نسمّي الحدث المستحيل الحدث الذي لا يحتوي 
على أي نتيجة ويقابله المجموعة الخالية : () = 2 . 


ی 


کر 





00 في تجربة إلقاء حجر نرد مکعّب الشكل وجوهه مرقمة من 1 إلى 6. نهتم برقم الوجه الظاهر 
في الأعلى. 
© اكتب فضاء العينة. 
9 عر يان بیع کار یره الأحداث الآتية : 
8 12,31 8 }1,3,5 
سه }2,4,6{ ۶ 15,6 








© كني يسينة مبموعة جز نید ين فسبام العينة کلا من الحدات ابید 
* "الحصول على عدد أولي“. 
* "الحصول على عدد فردي *. 
# "الحصول على عدد یقبل القسمة على 2 آو 3». 
" ”الحصول على مربع کامل *. 
© عند القاء قطعة نقود متوازنة قد تظهر الكتابة التي نرمز إليها 7 أو الشعار الذي نرمز الیه 
7 . في تجربة القاء قطعة نقود ثلاث مرات على التوالي» يمكن التعبیر عن النتائج البسيطة لهذه 
لتجربة بکلمات كل منها مكوّن من ثلاثة حروف من بين 17 و7 . فمثلا احم ® 
لنتيجة 11777 تعني آننا حصلنا على الوجه ٨‏ في لرمیات اثلات. ‏ 0 


ايل 2 عا 

















© اكتب فضاء العيّنة. الشعار || الكتبة7] | 
© أكتب يصييغة مجموعة جز فة من فضتاء العينة كلا من الأحدات الآتية : 

ف *الحصول على الكتابة 7 مرة واحدة فقط». 

* "الحصول على الشعار 77 مرتين على الأقل“. 





6 











69 قانونلاحتمال 
2ك احتمال حدث بمیط 


في تجربة إلقاء حجر نرد رباعي الوجوه متوازن تماما مرقم من 1 إلى 4» نهتم برقم الوجه 
السفلي. فتكون مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة : (4,3,2,1). من البديهي» في هذه الحالةء 
القبول بمبدأ تساوي الفرص بمعنى آن لكل النتائج البسيطة الفرص نفسها في الحدوث وهي فرصة 


واحدة من أربع. فنقول رن احتمال وقوع أي حدث بسيط في هذه الحالة يساوي 2 


ما في تجربة إلقاء حجري نرد رباعي الوجوه متمائلین ومتوازنين تماما مرقمين من 1 إلى 
4. حيث نهتم برقمي الوجهين السفليين. فتكون مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة : 


|( 4 عة 4(,)4 عة 3(,)3 عة 4(,)3 عة 3(,)2 عة 2(,)2 عة 4(,)2 عة 3(,)1 »4 2(,)1 62 1(,)1 42 101 


ولكن» بعكس المثال الأوّل» من غير المنطقي القبول بمبدأ تساوي الفرص هناء لأننا نرى بسهولة أنه 
لدينا فرصتين للحصول على النتيجة (2 &14) مثلاء مقابل فرصة واحدة للحصول على النتيجة 
(14:1). فكيف نحسب فرص حدوث كل نتيجة من النتائج المختلفة ؟ لنضع نتائج الحجرين في جدول 
كما يأتي : 


1 2۳9 


لا کان. کل حمود بقایل نتيجة من نتافم النرد. الاول» نستطیع الخد بمیداً اوري فرص 
الحصول على أي عمود من الأعمدة. 
وکذلف» لما كان کل سطر يقابل نتيجة من نتائج حجر الترد الثاني» نستطیم الاخذ مذ تساوي 
فرص الحصول على أي سطر من الأسطر. وهكذاء یمکننا القول ان أي خانة من خانات الجدول لها 
لفرصة ذاتها في الحدوث. أي فرصة واحدة من بين ۰16 ونستطیع بهذه الطريقة حساب احتمالات 
الأحداث البسيطة المختلفة» فنکتب : 
- 











النتيجة (1& 1) تقابل خانة واحدة» فاحتمال الحصول عليها يساوي كء كذلك الأمر بالنسبة إلى كل 
من النتائج (2 6 2) و (3 6 3) و (4 6 4). أمّا النتيجة (162) فتظهر في خانتين من الجدول» 
ل ل د - کذلك الأمر بالنسبة إلى كل من النتائج (3 2 1) و (4 46 1) 


و (3 »6 2) و (4 46 2) و (3&4). 


لنتأمّل تجربة عشوائيّة تعطي إحدى النتائج ره أو ره أو ... أو ,ی فیکون فضاء العينة 
الموافق لهذه التجربة هو المجموعة (,ه....,یه,,) = 0 يُمكن أن نقرن بکل نتيجة عددا 
يمل احتمال الحصول علی هذه اللتيجة. فنعرف باك ما یسمی قانون احتمال التجرية 
الع اقيق 

نرمز عادة بالرمز ,م إلى احتمال النتيجة ,68+ و رم إلى احتمال ينه ...۰ و رم إلى احتمال 
,ه٠‏ وإذا أردنا أن تكون الرموز أكثر تعبيراء فا نكتب 

TD Pp وس‎ FZ 
لاحظنا في الأمثلة التي رأيناها أن هذه الأعداد محصورة بين الصفر والواحدء وأنّ مجموعها‎ 


يساوي الواحد. 
و 





2ك خاحة 
في تجربة عشوائية تعطي إحدى النتائج 0 آو û‏ آو 00 أو 20 يعون احتمال کل نتيجة (حدث 
بسيط) محصورا بين الصفر والواحد. أي تنتمي جميع الأعداد ,م,....وم ,رم إلى المجال [0,1]. ومن 
جهة أخرى يكون لدينا : 

TÎ 
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فمثلا إذا عدنا إلى تجربة إلقاء حجري نرد رباعيّيْ الوجوه متماثلین ومتوازنين تماما مرقمين من 1 
إلى 4. وجدنا أن 


P)1&1) = 0)م‎ 1» 2( = P(343) = 5)4 ٩» 4( = ع‎ 


2 )1 4: 2( = P(1&3) = P(1&4) = (3ط 2م‎ = P(2&4) = P(3 4» 4( = ك‎ 


لاحظ أن الأعداد السابقة جميعها محصورة بين الصفر والواحد ون مجموعها يساوي الواحد : 





في تجربة إلقاء حجر نرد رباعي الوجوه متوازن تماما مرقم من 1 إلى 4 مرتین متتاليتين. نهتم 
بمجمو ع الرقمين الناتجين. ما هو قانون الاحتمال في هذه التجربة ؟ 


۹ 





لنمثل نتائج هذه التجربة في جدول كما يأتي : 





a,‏ لما کان کل عمود بقانل تتیجا من لتاق Ng‏ تسنتطیم الگخة 
بمبداً تساوي فرص الحصول على أي عمود من الأعمدة. 

وکنلف» لا کان کل سطر کل نتیجة من تقاف رمي النرد فى المرة ا وهذه مستقلة عن 
حصلنا عليه في المرة الأولى» نستطیع الأخذ بمبداً تساوي فرص الحصول على أي سطر من 


فرصة و احدة من بين ۰16 ونستطیع بهذه الطريقة حساب احتمالات الأحداث البسيطة المختلفة» فنکتب 
ما يأتى : 





- 











ف وافق اللتیجة 2 خانة واحذة فاختمال. الحصول: علیها یساوش . وكذلك الامر بالسبة إلى 
النتیجه 8. 


* توافق النتيجة 3 خانتین فاحتمال الحصول علیها يساوي * = ك. وکذلك الامر بالنسبة إلى 


النتیجه 7. 


18 توافق النتيجة 4 ثلاث خانات فاحتمال الحصول علیها يسارى . وكذلك اير بالنسبة إلى 


النتيجة 6. 


۴ رای ی ۲ ام کنات سمل ااحصول E‏ 


وعليه یمکننا تمثیل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي : 


اا :|:| ه|ة]6] 0 





1 | 1 | 3 |1 | 3 | 1 |1 
© أ 96ج ااا | ج | | خ | نش | ا |( 


سل التبا ریم العشوائية متساوية الاحتمال 


ان الحالة التي تکون فیها احتمالات النتائج الممكنة لتجربة متساوية شائعة جدّاء وفي هذه الحالة 
یصبح قانون الاحتمال بسیطا للغاية» لذلك یجدر بنا تمييز هذه الحالات عند وجودها» ومنه التعریف 


الاتي : 
عر 


في تجربة عشوائيّة» إذا كان للنتائج الممكنة المختلفة كلها الاحتمال ذاته» قلنا إِنّ التجربة 


مثساوية الاحتمال. ولذا کان 2 هو عدد نتائج التجرية كان احتمال کل نتيجة مساویاً لبح م. 
,7 





© في إحدى السنوات الميلاديّة غير الكبيسة» سحبنا عشوائیا ورقة من 
التقویم» ما احتمال أن تكون تلك الورقة ورقة يوم 25 تشرين الأول ؟ 





© يوفر أحد المطاعم ثلاثة خيارات للصحن الرئيسي من الوجبة وخيارين للحلوى. أخذ أحد 
الزبائن المترددين عشوائیا صحنا رنیسیّا ونوعا من الحلوى. وضتح قانون احتمال هذه التجربة 
ا 





- 











© لمّا كان لجميع أوراق التقويم الاحتمال نفسه في الظهورء فان التجربة هنا متساوية الاحتمال» 
واحتمال كل نتيجة (بما فيها ورقة يوم 25 تشرين الاول) يساوي 0 


© لنمثل نتائج التجربة في جدول كما يأتي : 


aa 


@ |0( | 0:۵ | )0.0( 
ان الحصول على أي عمود له الاحتمال ذاته. كذلك بالنسبة لكل سطر. يمكنناء إذن» القول ان الاحتمال 


لمقابل لكل خانة (کل خانة تمثل نتيجة من نتائج التجربة) هو -. 





ملك قانون احتمال تجربة عشوانية غير حتساوية الاحتمال 





في صندوق ثلاث كرات سوداء اللون وواحدة بيضاء وكلها متماثلة الملمس. نسحب عشوائيا 
كرتين على التوالي دون إعادة» ونسجّل زوج الألوان مع أخذ الترتيب في الحسبان. عيّن فضاء 
الا وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشو اي 


الكل 
ذا رمزنا إلى الكرة السوداء بالرمز 8+ والی الكرة البيضاء بالرمز :+ استطعنا تحدید النتاکج 
الممكنة لهذه التجربة بسهولة فهي (0& 5) و(ساعة 6) و(0525). وبالتالي يكون فضاء العينة لهذه التجربة 


| (معؤس) , (سعة 6) ,(5ع 0) 1 = 0 





من الواضح أنّ هذه التجربة غير متساوية الاحتمال لأنّ احتمال (08-0) أكبر من احتمال (062). ولكن 
للاستفادة من الحالات متساوية الاحتمال سنرقم الكرات السوداء من 1 إلى 3. وسنعمد إلى تمثيل 
التجربة المفترضة بمخطط شجري كما يأتي : 





- 


السحب الأول 0 


السب الثاني © و۵ 





(b,w) (b,b) (b,b) (b,b) (b,w) (b,b) (b,b) (b,b) (b,w) (wb) (w,b) (w,b) النتائج‎ 


یمکننا هذا المخطط من حساب احتمال کل حدث سبط حیث تقل بمبداً تساوي الفرص بالنسبة لكل 
فرع من فروع الشجرة» ونلخص النتائج على النحو الاتي : 


تظهر النتيجة (6,5) ست مر"ات فاحتمال وقوع الحدث البسيط ((5,5)) يساوي = ۲ 
وتظهر النتيجة (ه,5) ثلاث مرّات فاحتمال وقوع الحدث البسیط ((:,0)) يساوي <ِ_ | 
وتظهر النتيجة (0,) ثلاث مراتء فاحتمال وقوع الحدث البسيط ((5,)) يساوي ِ- 


وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي : 


1 1 


1 
1 1 oT 
4 4 92 يك‎ 





ل احتمال وقوع حدث في الحالة العامة 


وجدنا في تجربة إلقاء حجر نرد رباعي الوجوه متوازن تماما مرقم من 1 إلى 4» أنّ مجموعة النتائج 
الممكنة لهذه التجربة هي (4,3,2,1) = ©2. ورأينا آن احتمال وقوع أي من الأحداث البسيطة يساوي 
۳ 
4 

7 = (4)م = (ق)ط = P)2(‏ = )۶ . 
لنتأمّل الآن الحدث التالي ”الحصول على عدد زوجي“ الموافق للمجموعة الجزئية 2,4۱ من © ما 
احتمال وقوع هذا الحدث ؟ 


لهذا الحدث فرصتان من اصل اربع للوقوع» فاحتمال وقوعه يساوي و ا0 ا 


احتمالي وقوع الحدثين البسيطين (2) و (4) أي : ٨)4(‏ + 2)ص = (۴)12,4۱ . 





- 








وكذلك رأينا في تجربة إلقاء حجري نرد رباعي الوجوه متوازنين تماما ومتماثلین مرقمين من 

1 إلى 4. أنّ مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة هي: 

})4 & 4(,)4 & 3(,)3 & 4(,)3 & 3(,)2 & 2(,)2 & 4(,)2 & 3(,)1 & 2()1 & 1(,)1 ع6 1{ = ^0 
لنتأمّل الحدث ”الحصول على رقمين متساويين “ الموافق للمجموعة الجزئية 

1(1 & 1(,)2 & 2(,)3 & 3(,)4 & 4)} 

من (6. نلاحظ إن لهذا الحدث آربع فرص للوقوع من أصل 16 فاحتمال وقوعه يساوي - وهذا 
يساوي تحدیدا مجموع احتمالات وقوع الأحداث البسيطة ((1 66 0) و ((2 46 402 و ((3 »4 3)) 
و ((4 & 4)) أي : 

P({(1 42 1(,)2 & 2(,)3 & 3(,)4 & 4(۱( = 20 42 1( + ۳۵ & 2) + P(3 & 3) + P(4 & 4)‏ 
ما إذا نظرنا إلى الحدث ”مجموع الرقمين يساوي »۰ الموافق للمجموعة الجزئية 
(2 »6 3(,)2 & 1)1» فاحتمال وقوعه يساوي 
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P(2 &2) ۳‏ + (3 »6 ۴)1 = (2(۱ عه 3(,)2 عه 2)1)1. 


© خاصة أساسية 
في تجربة عشوائيّة» احتمال وقوع حدث (غير الحدث المستحيل) يساوي مجموع احتمالات وقوع كل 
الأحداث البسيطة التي يتألف منها. أمّا الحدث المستحيل 2 فاحتمال وقوعه يساوي 0. 





لنتأمّل في تجربة إلقاء حجري نرد رباعي الوجوه متوازنين تماما ومتمائلين مرقمين من 1 إلى 4. 
الحدث * الحصول على رقمين متساويين أو مجموعهما ۰*4 الموافق للمجموعة الجزئية 
A = !1)1 4» 1(,)2 & 2(,)3 & 3(,)4 & 4(,)1 & 3)}‏ 


إنّ احتمال وقوع هذا الحدث يساوي 


P(A) = P(1&1)+P(2&2)+P(3&3)+P(4&4)+ P(1&3) 
1 1 1 1 2 6 
> اد ېدد‎ 2 -- 
16 16 16 16 16 16 
ونلاحظ أن الحدث 4 هو اجتماع الحدثين : ”الحصول على رقمين متساويين “ و ”مجموع الرقمين‎ 
3 . 4 


1 5 6 5 5 
يساوي ۰*4 ولكن احتمال وقوعه 1 لا يساوي مجموع احتمالي وقوع هذين الحدثين : اه 
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في تجربة القاء حجر نرد رباعي لوجوه متوازن تماما مرقم من 1 إلى 4 مرتين متتالیتین» حيث 
نهتم بمجموع الرقمین الناتجین. رأينا أن فضاء العينة هو (8,7,6,5,4,3,2) = ©. وأن قانون 
الاحتمال یعطی بالجدول الاتي : 
. الليجة 8۱۲۱۱۶۱۱32 

احتمال وقوع الحدث (43,5,7 = £ يساوي 

< ا یز P=‏ 

2 8 4 8 
ما احتمال وقوع الحدث (6,7,8] = 7 فيساوي 

5 1 1 3 


16 8 0 8 





سے سے فر حر 
IN‏ 1 وه وه 
0 و3 3 ج 


في تجربة عشوائية متساوية الاحتمال» احتمال وقوع حدث 4 هو خارج قسمة عدد عناصر الحدث 
على عدد عناصر فضاء العيّنة © أي : 
عدد عناصر ۸ 


P(A) =‏ 
عدد عناصر () 


لأنه إذا كان 7 عدد عناصر © كان احتمال أي حدث بسيط 0-0 وإذا كان ۸ عدد الأحداث 
۰ 5 
البسيطة التي تولف ۸ استنتجنا أن 
3 1 1 1 1 
كك جك يرول د بك د ودر دإ كوك بك ك Pl‏ 
N 7 7‏ 


7 n 


ر م ا 


6 مر ة 





نسحب ورقة من تقويم ميلادي لسنة غير كبيسة. ما احتمال ان تکون الورقة لیوم من شهر شباط ؟ 


ان التجربة متساوية الاحتمال» وبالتالی یکون احتمال الحدت « الورقة المسحوبة من آوراق شباط » 
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کی ریات دمسائل 





,6 في حالة قطعة نقود» نرمز إلى الكتابة بالرمز 7 وإلى الشعار بالرمز ۰7۲ نتأمّل تجربة القاء 
قطعة نقود متوازنة مرتین متتالیتین. أي المقادیر التالية يساوي احتمال ظهور الكتابة مرتین: 


1 1 1 
.P({TT}) © 5 ® © 0 0 





و يحوي صندوق ثلاث کر ات متمائلة الملمس› اثنتان سوداوان وواحدة بيبضاءع» نسحب کر تین 
على التتالي مع إعادة الأولى قبل سحب الثانية. أي الأعداد التالية يساوي احتمال سحب كرتين 


سوداوين ؟ 


و 2. و 2 و 2. © 1. 
9 9 6 





التتالي دون إعادة الكرة الأولى. أي الأعداد التالية يساوي احتمال سحب كرتين سوداوين ؟ 


و = و 35. و . © 1. 
9 9 6 


سز بت سا © 








0 الصندوق والكرات (1) 


في صندوق كرة بيضاء تحمل الرقم ۰1 وكرتان زرقاوان تحمل إحداهما الرقم 2 وتحمل الثانية 
الرقم 3» وكرتان سوداوان تحمل إحداهما الرقم 4 وتحمل الثانية الرقم 5. نسحب عشوائيا كرة 
من الصندوق وننظر الی رقمها. 

© جن فضاء اة وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشو ائیة. 

© ما احتمال الحصول على رقم فردي ؟ 





- 





8۶ غر اخل 
© 4 فهم السژال. المطلوب هو تحدید النتائج الممكنة لهذه التجربة العشوائيّة وتحدید احتمال حدوت 
کل و احدة منها. 
4 بجنا عن طریق. 
» إن نتيجة التجربة هي أحد الأرقام المسجلة على الكرات. 
٠‏ لاحظ آن الألوان ليست ذات أهميّة في التجربة. 
- هل التجربة متساوية الاحتمال ؟ 
كر علخ ال بلغة سليمة. 
© 4 فهم السؤال. ان المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث ” الحصول على رقم فردي ٠“‏ لذلك 
علينا تعيين مجموعة النتائج الموافقة لهذا الحدث. 
إ بحناً عن طريق. 
: ما هي الأعداد الفرديّة بين 1 و5 ؟ 
د استفد من کون التجربة متساوية الاحتمال» و احسب احتمال الحدث المطلوب. 


كر منغ ال بلغة سليمة. 


© الصندوق والكرات (2) 
في صندوق كرة بيضاء تحمل الرقم ۰1 وكرتان زرقاوان تحمل إحداهما الرقم 2 وتحمل الثانية 
الرقم ۰3 وکرتان سوداوان تحمل إحداهما الرقم 4 وتحمل الثانية الرقم ۰5 نسحب عشوائيا کرة 
من الصندوق» وننظر إلى لونها. 
E‏ ترا ان E‏ ان و اسر او 
© ما احتمال الحصول على لون غير الازرق ؟ 
۶ نر الل 
© 4 فهم السؤال. ان المطلوب هو تحديد النتائج الممكنة لهذه التجربة العشوائيّة وتحديد احتمال حدوث 
كل واحدة منها. 
# بحا عن طريق. 
۰ ان نتيجة التجربة هي أحد الألوان آبیض" "أزرق" و"أسود". 
. لاحظ أن الارقام ليست ذات أهميّة في التجربة. 
«- هل اسر مارب ال یال © 
كي منغ الل بلغة سليمة. 
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© 4 فهم السؤال. ان المطلوب هو حساب احتمال الحدث « الحصول على لون غير الأزرق ٠“‏ لذلك 
علينا تعيين مجموعة النتائج الموافقة لهذا الحدث. 
4 بحناً عن طريق. ماهي الألوان الموافقة للحدث المطلوب؟ وما عدد الكرات من هذه الألوان ؟ 
ر أكمل الحل وصغة بلغة سليمة. 





© السست داكت (3 


في صندوق كرة بيضاء تحمل الرقم ۰1 وكرتان زرقاوان تحمل إحداهما الرقم 2 وتحمل الثانية 
الرقم 3» وكرتان سوداوان تحمل إحداهما الرقم 4 وتحمل الثانية الرقم 5. نسحب عشوائیا كرة 
من الصندوق› ثم نعيدها إلى الصندوق» ونسحب عشوانیّا كرة ثانية. نسجل رقمي الكرتين 
لمسحوبتین بالترتیب. 
© عن فضاء العیتث وقانون الاحتمال لهذم التجربة العشو اة 
© ما احتمال الحدث 7 : «الحصول على الرقم نفسه مرتین » ۴ 
© ما احتمال الحدث 7 : ”سحب الرقم 3 في المرحلة الثانية“ ۴ 
© ما احتمال الحدث ‏ : ”الرقم الأول آکبر تماما من الرقم الثاني“ ۴ 
۴ غر اخل 
© 4 فهم السؤال. إن المطلوب هو تحدید النتائج الممكنة لهذه التجربة العشوائيّة وتحدید احتمال حدوث 
كو ها 
# بجنا عن طریق. 
٠‏ مثل نتانج التجربة بمخطط شجري. وعبّر عن النتانج بثنائيّات مثل (2,4) بحيث تكون 
الخانة الأولى للرقم الاول والثانية للرقم الثاني. 
٠‏ لاحظ آن الألوان ليست ذات أهميّة في التجربة. 
و عن یه 
© 4 فهم السزال. المطلوب هو حساب احتمال الحدث : "الحصول على الرقم نفسه مرتین “. 
# بحناً عن طریق. ما هي النتاتج البسيطة المو افقة لهذا الحدث ؟ وما عددها ؟ 
© النتائج الموافقة للحدث المطلوب هي نتائج من الشکل : (3,...). ما عدد هذه النتائج ؟ أكمل 
کات ایا ا ارت 
© توت سا لما سيق آخبیت اما ات المطلوف:. 


كي صغ الحلّ بلغة سليمة. 





ت 





و الصندوق والکرات (4) 
في صندوق كرة بيضاء تحمل الرقم ۰1 وكرتان زرقاوان تحمل إحداهما الرقم 2 وتحمل الثانية 
الرقم ۰3 وكرتان سوداوان تحمل إحداهما الرقم 4 وتحمل الثانية الرقم 5. نسحب عشوائياً كرة 
من الصندوق. ولا نعيدها إلى الصندوق» نم نسحب عشوائيًاً كرة ثانية. نسجل رقمي الكرتين 
المسحوبتين حسب الترتيب. 


© عون فضاء العینة» وقانون الاحتمال لهذه التجرية العشوائثة. 

© ما احتمال الحدث 2 : *الحصول على الرقم نفسه مرتین » ؟ 

© ما احتمال الحدث 7 : ”سحب الرقم 3 في المرحلة الثانية» ۴ 
© ما احتمال الحدث ‏ : ”الرقم الأول آکبر تماما من الرقم الثاني“ ؟ 


63 نسحب عشوائیّا ورقة لعب (من لعبة ورق فیها 52 ورقة). 
© عيّن فضاء العيّنة» وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشواتبّة. 
9 ما اختنال سحب ورقة غليها رقم نر ؟ 
و ما احتمال سحب صور: ؟ 


0 نسحب عشوائیّا ورقة لعب (من لعبة ورق فیها 52 ورقة)» نم نسحب ورقة آخری دون 
اعادة الاولی. 
© عيّن فضاء العيّنة» وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشوائيّة. 
© ما احتمال سحب العشرتین الحمراوین ۴ 
© ما احتمال سحب عشرتین ؟ 


)0( نلقي حجر نرد مکعب الشکل وجوهه مرقمة من 1 إلى 6 غير متوازن وهو مصنوع بحیث 
يكون احتمال ظهور أي وجه متناسبا مع رقمه. 
© ما هو فضاء العيّنة ؟ هل التجربة متساوية الاحتمال ؟ 
© عيّن قانون الاحتمال لهذه التجربة. 
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31 في صندوق ثلاث كرات بيضاء مرقمة من 1 إلى 3» وأربع كرات حمراء مرقمة من 1 إلى 
جين کر نه سر اشر ةين 1 .إلى 5. نسحب عشوائیا كرة من الصندوق. 
© ما احتمال سحب کرة حمراء ؟ 
© ما احتمال سحب كرة رقمها أكبر تماما من 2 ؟ 


(0)) لدى عائلة ثلاثة أطفال. نفترض آن هناك فرصاً متساوية لأن يكون الطفل صبياً أو بنتا. 
© ما احتمال أن يكون الأطفال الثلاثة صبیانا ؟ 
© ما احتمال أن يكون لدى العائلة صبيّان وبنت ؟ 

9 ما احتمال أن يكون لدی العائلة بنت واحدة علی الال ؟ 
© ما احتمال أن یکون الطفل الثالث بنتا ؟ 

355 نلقي حجر نرد مکعب الشکل متوازن وجوهه مرقمة من 1 إلى 6 ثلاث مرات متتالية 
ونسجل الأرقام الظاهرة. 
© ما احتمال الحصول على الرقم 6 في المرّات الثلاث ؟ 

9 ما احتمال الحصول عل 4 و2 و1 ؟ 

0 في صندوق 15 كرة متماثلة الملمس ومرقمة من 1 إلى 15. نسحب عشوائياً كرة ثمّ نسحب 
كرة ثانية دون اعادة الاولی» نم نسحب ثالثة دون اعادة الکرتین السابقتین. نسجل الأعداد التي 
حصلنا علیها حسب ترتیب السحب. 
© ما احتمال الحصول على الثلاثيّة المرتبة (1,2,3) ؟ 
© ما احتمال الحصول على 1 و2 و 3 بأي ترتیب كان ؟ 














O‏ في إحدى مسابقات التوظیف» یتضمن اختبار ثلاثة أسئلة كل منها مزود باربعة (جابات مقترحة 
متها واحدة صحيحة فقط. پقرر أحد المتقثمين الاجابة عشوائياً عن الأسئلة الخلذكة: 
0 با اخعان OO‏ على فلك تخابات سبدرحة ۶ 
© ما احتمال الحصول على (جابتین صحیحتین فقط ؟ 

7 في إحدى مسابقات التوظيف» يتضمّن اختبار عشرة أسئلة کل منها مزوّد بأربعة إجابات 
مقترحة متها واحدة صحيحة فقط. اقرز آحد المتقتمین الاجابة عشوائنا عن .هذه الأسئلة. 
© ما احتمال. الحصنرلن, على رة لجانات صبحيحة ۴ 
© ما احتمال الحصول بالضبط على تسعة إجابات صحيحة ؟ 
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17 نزل في لحد الفنادق عا قوامها أب وأمٌ وثلاثة أطفال؛ صبيّان والصغيرة ليلى. وضع 
صاحب الفندق بطاقات تعریفهم في سلة و احدة. وعندما رغب الابوان مغادرة الفندق لجلب 
بعض اللوازم» آرسل الأب ابنته إلى صاحب الفندق كي تأتي ببطاقتیهما. وعندما طلبت لیلی من 
صاحب الفندق بطاقتین» م الأخير يده إلى السلة التي تحوي البطاقات الخمس وأعطاها عشوائيا 
© ما هو عدد النتائج المختلفة التي نحصل علیها عند سحب بطاقتین في آن معا من السلة ؟ 
© احسب احتمال كل من ا رأحدات الآتية: 

© الحدث 4 : ” تعود البطاقتان إلى الزوجین “. 

© الحدث 8B‏ : * تعود البطاقتان إلى الصبيين “. 

© الحدث €١‏ : ” تعود البطاقتان إلى شخصين من جنس واحد “. 

© الحدث ( : ” تعود البطاقتان إلى شخصين من جنسين مختلفين “. 

0 ل الهاتف استطلاع للرأي شمل 900 شخصاء حول أحد القوانين الصادرة حديثاء 
فكانت النتيجة على النحو التالي : 


۳۴ رجال 


3 غير موافقين موافقون 
نساء 





© أكمل الجدول الآتي : 





أراد صحفي كتابة تقرير عن الموضوع فأخذ رقم هاتف أحد الأشخاص المستطلعین واتصل به. 
© ما احتمال آن يكون هذا الشخصن مراف علی لقانون © 

© ما احتمال أن يكون قد رفض الاجابة ؟ 

© ما احتمال أن يكون رجلا موافقاً على القانون ۴ 
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0 أجرت شركة للاتصالات تحقيقا لحصائیّا في محافظة عدد سكانها 40000 نسمة للوقوف 

على مق ری ایا عن خدماتها.. ت المحافظة إلى دات متاق + مركر المحافظلة 

و الضواحي و الریف. 

آظهر التحقیق المعلومات الآتية : 

ه یقطن 10% من السکان في مركز المحافظة. 

© من أصل نسبة 60% القاطنین في الضواحي هناك 6.25% غير راضین عن الخدمات. 

ه في الريف» يبلغ عدد السكان الراضين عن الخدمات خمسة أضعاف عدد غير الراضين 
عنها. 

ف تبلغ النسبة المتويّة لغیر الراضین في مجمل المحافظة ,109. 

© آکمل الجدول الآتي 





سألنا آحد سکان المحافظة. 
© ها احتمال أن ۱ الشيقص من .سكن الريف © 
© ها احتفال اع يكون و اضييا عن خدمات یس > ۲ 





